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Kapitel �

Einleitung

Die theoretische Beschreibung atomarer Ph�anomene beruht in erster Linie auf der nicht	
relativistischen Schr�odinger	Gleichung� Dar�uber hinausgehend k�onnen relativistische Ef	
fekte mit st�orungstechnischen Methoden einigerma�en erfa�t werden� M�ochte man jedoch
von Anfang an relativistische E�ekte ber�ucksichtigen� so mu� man die Ergebnisse der re	
lativistischen Quantenmechanik� die in Kapitel � vorgestellt wird� verwenden und von
der Schr�odinger	Gleichung zur Dirac	Gleichung wechseln� Dieser Schritt emp�ehlt sich
bei solchen Systemen� von denen man von vornherein wei�� da� diese E�ekte zum Tra	
gen kommen� Betrachtet man z�B� Sternatmosph�aren hei�er Sterne� so �ndet man dort
schwere Atome in hochionisierten Zust�anden� f�ur die eine relativistische Betrachtung
unumg�anglich ist� Gerade f�ur die Astrophysik ist somit solch eine Arbeit von gro�em
Interesse� da die Gr�o�en� welche man mit Hilfe der Wellenfunktionen berechnen kann� f�ur
Modellatmosph�aren eine entscheidende Rolle spielen�

��� Zusammenhang mit der Astrophysik

Die Atmosph�are eines Sterns� d�h� die Schichten� welche uns direkt Strahlung zusenden�
k�onnen durch folgende Parameter charakterisiert werden�

�� die e�ektive Temperatur Te� �

�� die Schwerebeschleunigung g�

�� die H�au�gkeitsverteilung der Elemente�

Sind alle diese drei Gr�o�en vorgegeben� so l�a�t sich der Aufbau der Atmosph�are
vollst�andig berechnen�

Die Aufgabe der Astrophysik besteht nun darin� ausgehend von den o�a� Gr�o�en eine
Modellatmosph�are zu berechnen und auf diesem Wege gleichzeitig herauszu�nden� wie
bestimmte me�bare Gr�o�en mit den Parametern �� � und � zusammenh�angen�

Hat man dieses Problem gel�ost� so l�a�t sich das Verfahren umkehren� und man kann aus
den Me�gr�o�en auf Te� � g und die chemische Zusammensetzung schlie�en und gelangt
somit �uber eine quantitative Analyse des Sternspektrums zum Aufbau der Atmosph�are�



� Einleitung

Um gerade diesen Zusammenhang zwischen Me�gr�o�en und Aufbau der Atmosph�are zu
�nden� ben�otigt man die Ergebnisse der Quantenmechanik� Eine in diesem Zusammen	
hang sehr wichtige Gr�o�e ist die Oszillatorenst�arke� Sie besitzt einen direkten Zusam	
menhang mit der �Aquivalentbreite einer Spektrallinie und f�uhrt letztendlich �uber die Be	
setzungszahlen zur H�au�gkeitsverteilung der Elemente� Zur quantitativen Analyse eines
Sternspektrums ist somit die exakte Kenntnis dieser Gr�o�e von erheblicher Bedeutung�
Aus diesem Grunde hat sich im Jahre ��� die Arbeitsgruppe �Opacity Project� gebil	
det� dessen Ziel die Berechung s�amtlicher Oszillatorenst�arken f�ur alle astrophysikalisch
interessanten Systeme �Atome bis hin zum Eisen� ist�

Experimentell lassen sich die Oszillatorenst�arken meist nur relativ zueinander bestim	
men� die Hauptschwierigkeit liegt in der Absolutmessung dieser Gr�o�e� Aus diesem Grund
benutzt man z�B� semiempirische Verfahren� die von den experimentell bestimmten Ener	
giniveaus ausgehen� um die Oszillatorenst�arken mit den Mitteln der Quantenmechanik
theoretisch zu bestimmen�

Genau um solch ein Verfahren geht es in der vorliegenden Diplomarbeit� Da sich die Oszil	
latorenst�arken auf die Matrixelemente des Dipoloperators zur�uckf�uhren lassen� ben�otigt
man zu ihrer Berechnung die Kenntnis der am �Ubergang beteiligten Wellenfunktionen�

��� Das Modellpotential

Um zu den Wellenfunktionen zu gelangen� die die Grundlage zur Berechnung der Oszilla	
torenst�arken �bzw� Photoionisationsquerschnitte� sind� mu� man den Hamilton	Operator
des zu betrachtenden Systems aufstellen� Dazu ben�otigt man den Verlauf der potentiel	
len Energie� Da es sich in der Regel um komplizierte Mehrelektronensysteme handelt� ist
dies ein nicht	triviales Problem� Folglich mu� man das entsprechende quantenmechani	
sche System weitgehend vereinfachen� Man ersetzt die Einwirkung der anderen Elektronen
auf das gerade interessierende Leuchtelektron durch ein geeignetes zentralsymmetrisches
Potential V �r�� Dann ist man in der g�unstigen Situation� die Winkelanteile der Wel	
lenfunktionen abseparieren zu k�onnen und lediglich eine Radialwellengleichung l�osen zu
m�ussen� Zur Ermittlung dieses Feldes gibt es mehrere M�oglichkeiten� eine davon beruht
auf einer Idee von Thomas und Fermi�

Beim Thomas	Fermi	Atommodell kann man die Elektronenh�ulle� besonders der schweren
Atome� als eine Art Elektronengaskugel betrachten� Ausgangspunkt dieses Modells ist ein
entartetes Elektronengas� in dem alle Einteilchenzust�ande bis zur Fermi	Energie besetzt
sind� Mit der Dichteverteilung dieses Elektronengases� die man �uber eine quantenstati	
stische Betrachtung erh�alt� l�a�t sich der Potentialverlauf direkt bestimmen�

Die vorliegende Arbeit wird sich an genau dieser Methode orientieren� auf die in Kapitel �
im Detail eingegangen wird� obwohl selbstverst�andlich noch andere Verfahren zur Bestim	
mung des Potentialverlaufs oder der Wellenfunktionen denkbar sind� In Kapitel � wird
das Thomas	Fermi
Potential dahingehend modi�ziert� da� man einen Hamilton	Operator
erh�alt� dessen Eigenwert dem experimentellen Energieniveau entspricht�

Es wurden ebenfalls Verfahren entwickelt� die nur auf einer Coulomb	Approximation des
Potentials basieren� ohne dieses dabei n�aher zu spezi�zieren� Man geht lediglich davon



��� Andere Verfahren zur Berechnung der Wellenfunktionen �

aus� da� das Potential in Kernn�ahe durch die Kernladung Zkern bestimmt ist und nach
au�en hin in ein attraktives Coulomb	Potential �ubergeht� Unter dieser Voraussetzung
gelangt man zu Wellenfunktionen mit dem korrekten asymptotischen Verhalten� Diese
Methode� die von Bates und Damgaard entwickelt wurde� wird ausf�uhrlich in Kapitel �
vorgestellt�

��� Andere Verfahren zur Berechnung der Wellen�

funktionen

Selbstverst�andlich sind auch noch andere Verfahren zur Bestimmung der Wellenfunktio	
nen denkbar� Das bekannteste von ihnen ist das Verfahren von Hartree und Fock�

Man versucht� die Einfachheit des unabh�angigen Einteilchenbildes beizubehalten und in
diesem Rahmen m�oglichst nahe an eine exakte L�osung des Mehrelektronensystems her	
anzukommen� Das Verfahren beruht auf der �Uberlegung� da� sich jedes Elektron im Felde
des Atomkerns und aller �ubrigen Elektronen bewegt� wodurch das Potential feststeht� Die
mittlere Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen in Abh�angigkeit von den Koordi	
naten ist aber wiederum durch die Wellenfunktionen� also die L�osungen der zu l�osenden
Gleichung� bestimmt� Um nun die richtigen Wellenfunktionen zu erlangen� benutzt man
das Ritzsche Variationsprinzip� Es handelt sich somit um ein Selbstkonsistenzproblem�
das in der Praxis iterativ gel�ost wird� Meist liefert das Hartree	Fock
Verfahren jedoch
lediglich gute Energiewerte� und die Wellenfunktionen zeigen nicht das korrekte asympto	
tische Verhalten� Au�erdem ist es auf Grund der vielen Iterationen der Wellenfunktionen
ein zeitaufwendiges Verfahren�

Ein weiteres� halbklassisches Verfahren zum Au�nden der Wellenfunktionen ist durch die
sogenannte Wentzel	Kramers	Brillouin
Methode �WKB
Methode� gegeben� Es handelt
sich hierbei um ein Konzept� welches die Wellenfunktionen mit einem beinahe klassischen
Impuls verkn�upft� Eine gute Approximation der exakten quantenmechanischen Ergebnis	
se liefert die WKB
Methode im allgemeinen aber nur f�ur hohe Quantenzahlen n�

Es hat sich gezeigt� da� die Verwendung eines Modellpotentials� welches in Anlehnung
an die experimentellen Energieniveaus modi�ziert wird� am ehesten zum schnellen Auf	
�nden der korrekten Wellenfunktionen geeignet ist� Die Scaled Thomas	Fermi
Methode�
auf die ausf�uhrlich in Kapitel � eingegangen wird� ist ein solches Verfahren� Auf ihr ba	
siert das im Rahmen dieser Diplomarbeit entwickelte FORTRAN	Computerprogramm�
In den folgenden Kapiteln sollen die theoretischen Grundlagen dieser Methode vorgestellt
werden�
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Kapitel �

Die Coulomb�Approximation

Die Coulomb	Approximation geht zur�uck auf eine Idee von Bates und Damgaard aus
dem Jahre ���� �Ref������ In ihrer Arbeit wird angenommen� da� sich der Potentialver	
lauf von Mehrelektronensystemen �neutralen Atomen bzw� positiven Ionen� asymptotisch
durch ein Coulomb	Potential beschreiben l�a�t� Unter dieser Voraussetzung benutzen sie
lediglich das asymptotische Verhalten der L�osungen der Schr�odinger	Gleichung zur Be	
rechnung von z�B� Oszillatorenst�arken� die Bereiche der Wellenfunktionen�die au�erhalb
des Ionenrumpfes liegen� liefern einen wesentlichen Beitrag zum radialen Matrixelement�

��� Das Potential

Bates und Damgaard betrachten ein neutrales Atom bzw� ein positives Ion� Bei diesem
Atom bzw� Ion handelt es sich in der Regel um ein Mehrelektronensystem� bestehend aus
Ne Elektronen� f�ur das eine Einelektronenn�aherung durchgef�uhrt wird� Sie gehen davon
aus� da� sich ein Leuchtelektron in einem Potential bewegt� das von den �ubrigen �Ne���
Elektronen und den Zkern Protonen im Kern erzeugt wird� Dieses Potential soll so beschaf	
fen sein� da� es asymptotisch in ein Coulomb	Potential �ubergeht� Der Potentialverlauf
unterliegt dann den folgenden Randbedingungen�

V �r� �

����
���

Zkerne�

r
� f�ur r� �

Zreste�

r
� f�ur r � r�

�����

Je n�aher ein Elektron dem Atomkern kommt� desto mehr sp�urt es von der Kernladung
Zkern� Entfernt es sich vom Kern� so wird die Kernladung immer st�arker durch die La	
dungswolke� die durch die �Ne � �� �ubrigen Elektronen erzeugt wird� abgeschirmt� Ab
einem bestimmten Abstand r�� dem sogenannten Ionenrand� sp�urt das Elektron nur noch
die Restladung Zrest� die sich wie folgt berechnet�

Zrest � Zkern � �Ne � �� �����

�Zkern � Kernladungszahl � Ne � Anzahl der Elektronen�



	 Die Coulomb�Approximation

Da nur neutrale Atome oder positive Ionen betrachtet werden� liegt ab dem Ionenrand
r� ein anziehendes Coulomb	Potential vor�

Dieser Ionenrand ist von dem jeweiligen System abh�angig und �andert sich selbstverst�and	
lich f�ur jedes Atom bzw� Ion� Bates und Damgaard machen in ihrer Arbeit allerdings keine
Aussagen �uber die Wahl des Ionenrandes r�� Ebenso sagen sie nichts zu dem exakten Ver	
lauf des Potential in den Innenbereichen r � r��

��� Die Methode von Bates und Damgaard

Aus der Quantenmechanik wei� man� da� sich die Oszillatorenst�arken in erster N�aherung
auf die Matrixelemente des Dipoloperators zur�uckf�uhren lassen �Dipoln�aherung��

fnlj�n�l�j� � j � �nljj �r j�n�l�j� � j�

Somit reduziert sich die Berechnung von Oszillatorenst�arken auf die L�osung der
Schr�odinger	Gleichung f�ur beide Energieniveaus� zwischen denen der �Ubergang statt�n	
det�

Mit Hilfe des Wigner	Eckhart
Theorems lassen sich die Matrixelemente noch einen
Schritt weiter vereinfachen� die Winkelanteile k�onnen �uber die Racah	Koe�zienten erfa�t
werden� Die endg�ultige Formel f�ur die Oszillatorenst�arken lautet dann�

jfnlj�n�l�j�j � �

�
j�Ej��j � � ��lmax

�
l j �

�

j � l� �

��

j � PnljrjPn�l� � j� �����

mit�

� PnljrjPn�l� ��
�R
�

Pnl�r�rPn� l��r�dr � radiales Matrixelement �

�
a b c

d e f

�
� Wigner��j�Symbol

Pnl�r� ist eine Eigenfunktion der radialen Schr�odinger	Gleichung�

	
� �h�

�m

d�

dr�
�
l�l � ���h�

�mr�
� Vpot�r�



Pnl�r� � EPnl�r� �����

Vpot�r� ist in dieser Gleichung die potentielle Energie des Elektrons� die sich wie folgt
berechnet�

Vpot�r� � �e�V �r�

Die Gesamtwellenfunktion �nlml
�r� setzt sich aus der radialen Wellenfunktion Pnl�r� und

der Kugel��achenfunktion Ylml
��� �� wie folgt zusammen�

�nlml
�r� �

Pnl�r�

r
Ylml

�	� ��

Normalerweise l�ost man die radiale Schr�odinger	Gleichung �uber eine Ausw�artsintegration�
Man beginnt f�ur einen festen Energie	Eigenwert E dieser Gleichung mit Startwerten am



�

Ursprung und intergriert numerisch nach au�en� Dazu ist aber die genaue Kenntnis des
Potentialverlaufs notwendig�

Berechnungen von Bates und Damgaard haben gezeigt� da� das Potential in die asym	

ptotische Form
Zreste�

r
�ubergeht� noch bevor die Wellenfunktionen einen wesentlichen

Beitrag zum radialen Matrixelement liefern� Das zeigt sich� wenn man die Beitr�age aus
dem Innenbereich r � r� mit denen aus dem Au�enbereich r � r� vergleicht �s� Abb����

r�Z
�

Pnl�r�rPn�l��r�dr�
�Z
r�

Pnl�r�rPn�l��r�dr �����

Folglich m�ussen die Wellenfunktionen nur f�ur den Bereich r � r� das korrekte Verhalten
aufweisen� Bates und Damgaard vernachl�assigen unter dieser Voraussetzung das Potential
im Innenbereich r � r� und sind nur am asymptotischen Verhalten der Wellenfunktionen
interessiert� Sie suchen nach L�osungen der Gleichung�

	
� �h�

�m

d�

dr�
�
l�l � ���h�

�mr�
� Zreste

�
�

r



Pnl�r� � E

exp
nl Pnl�r� � f�ur r � r� �����

Die Energie Eexp
nl wird in der obigen Gleichung durch das experimentell bestimmte Ener	

gieniveau des betrachteten Zustandes vorgegeben� Das bedeutet� da� Eexp
nl nicht unbedingt

ein Eigenwert der Gleichung sein mu�� was aber aber bei der Bestimmung der L�osung
in den Au�enbereichen keine Schwierigkeiten bereitet� und sie erhalten f�ur r � r� die
Formel�

Pnl�r� �

s
Zrest

n�� �n� � l � �� �n� � l�
Wn��l� �

�

�
�Zrestr

n�

�
�����

Wk�m�x� ist eine Whittakerfunktion� und n� berechnet sich wie folgt� n� � Zrestp
�Eexp

nl

�

��� Diskussion der Methode von Bates und Dam�

gaard

Mit Hilfe der Methode von Bates und Damgaard hat man ein wirkungsvolles Hilfsmittel
zur Berechnung radialer Matrixelemente� Ihre Ergebnisse zeigen eine sehr gute �Uberein	
stimmung mit den experimentell bestimmten Oszillatorenst�arken� was als eine Best�ati	
gung der Coulomb	Approximation angesehen werden kann� Es ist m�oglich� ein Mehrelek	
tronensystem durch die Bewegung eines einzelnen Elektrons in einem coulomb�ahnlichen
Feld zu beschreiben� Am besten ist die Coulomb	Approximation nat�urlich f�ur solche
Atome geeignet� bei denen man von vornherein ein einzelnes Elektron au�erhalb abge	
schlossener Unterschalen hat �z�B� Atome mit Alkali	Kon�guration��

Da die Wirkungen des Potentials f�ur geringe Abst�ande des Elektrons vom Atomkern
unber�ucksichtigt bleiben� zeigt sich h�ochstens f�ur tie�iegende Zust�ande �kleine Haupt	
quantenzahl n� eine Abweichung von den experimentellen Werten�
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In Abb�� ist f�ur die beiden �Uberg�ange �p �
�
� �s �

�
und �p �

�
� �s �

�
von Nv der Integrand

Pnl�r�rPn�l��r� des radialen Matrixelementes aufgetragen� Die senkrechte� gestrichelte Li	
nie gibt an� wo sich der Ionenrand be�ndet� Er wurde mit Hilfe der Scaled	Thomas	
Fermi
Methode bestimmt� die in Kapitel � ausf�uhrlich vorgestellt wird�

Man erkennt anhand von Abb�� gut� da� die Bereiche r � r� keine wesentlichen Beitrag
zum radialen Matrixelement liefern� so wie es von Bates und Damgaard vorausgesetzt
wird� Der Hauptanteil kommt aus den Bereichen� die weit au�erhalb des Ionenrumpfes
liegen�

��� Die nicht�relativistische Quantendefekt�Metho�

de �QDM	

Bates und Damgaard haben in ihrer Arbeit die Formel f�ur die L�osungen der radialen
Schr�odinger	Gleichung ohne mathematischen Beweis angegeben� Dabei benutzen auch sie
schon die e�ektive Hauptquantenzahl n�� ohne sie jedoch so zu bezeichnen� Der folgende
Abschnitt befa�t sich mit einer Theorie� die auf gerade dieser Gr�o�e basiert�

Die Quantendefekt
Methode �QDM� nach Seaton �Ref����� benutzt inter	 bzw� extrapo	
lierte Quantendefekte zur Bestimmung des asymptotischen Verhaltens der Wellenfunktio	
nen� Die Grundidee stellt dabei wieder die Coulomb	Approximation dar� Dieser Teil der
QDM wurde schon von Bates und Damgaard behandelt� allerdings nicht so ausf�uhrlich�
Die QDM nach Seaton geht aber noch einen ganzen Schritt weiter� Es werden auch asym	
ptotische Entwicklungen f�ur Wellenfunktionen berechnet� die ungebundene Zust�ande be	
schreiben� Auf diesem Wege �ndet Seaton einen wichtigen Zusammenhang zwischen dem
Quantendefekt 
 der gebundenen Zust�ande und der Phasenverschiebung � der ungebun	



�

denen Zust�ande�

����� Reines Coulomb�Potential

Bevor wieder das modi�zierte Coulomb	Potential� welches bei der Bates und Damgaard

Methode eingef�uhrt wurde� betrachtet wird� befassen wir uns mit den L�osungen der ra	
dialen Schr�odinger	Gleichung f�ur ein reines Coulomb	Potential� Diese Ergebnisse sind
die entscheidende Grundlage f�ur das Verst�andnis der QDM �wie z�B� die De�nition des
Quantendefektes��

Die radiale Schr�odinger	Gleichung stimmt in diesem Fall mit Gl� ����� �uberein�
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Pnl�r� � EPnl�r� ����

Der einzige Unterschied besteht darin� da� die Kernladung Zkern in diesem Fall nicht
durch eine Ladungswolke abgeschirmt wird und die Gleichung somit f�ur alle r richtig ist�

���� Gebundene Zust�ande

����� Energieniveaus F�ur gebundene Zust�ande E � � mu� eine Eigenfunktion
der radialen Schr�odinger	Gleichung zwei Randbedingungen erf�ullen �s�u��� Dies kann nur
f�ur diskrete Energie	Eigenwerte E erf�ullt werden� Die Formel f�ur die Energieniveaus lautet
bekannterma�en�

En � �Ry
Z�

n�
�����

Ry ist die Rydberg�Konstante	

Diese Niveaus werden im folgenden als Coulomb�Niveaus bezeichnet�

����� Wellenfunktionen Die L�osungen der radialen Schr�odinger	Gleichung f�ur
ein reines Coulomb	Potential werden im folgenden immer als Coulomb�L�osungen be	
zeichnet� Wie oben schon erw�ahnt� mu� eine �physikalisch sinnvolle� Eigenfunktion zwei
Randbedingungen erf�ullen�

�� Pnl���
�
� �

�� limr�� Pnl�r�
�
� �

������

Untersucht man das Verhalten der L�osungen der radialen Schr�odinger	Gleichung allge	
mein� so �ndet man�

�� rl��� f�ur r � � � regul�are L�osung
�� r�l � f�ur r� � � irregul�are L�osung

�� e��r� f�ur r��
�� e �r� f�ur r��

� �� �

m

�h�
��E� �



�� Die Coulomb�Approximation

F�ur ein reines Coulomb	Potential kann nur die regul�are L�osung die erste Randbedingung
erf�ullen� Ebenso kann eine exponentiell anwachsende Funktion nicht die zweite Randbe	
dingung erf�ullen� Somit gilt f�ur eine Eigenfunktion in jedem Fall�

Pnl�r� � rl��e��r

���� Ungebundene Zust�ande

����� Energien Bei ungebundenen Zust�anden unterliegt die Energie E keinerlei
Einschr�ankungen und kann somit kontinuierlich im Bereich E � � variieren� Das erkl�art
sich allein schon durch die Tatsache� da� man nur noch eine einzige Randbedingung an

die Eigenfunktion stellen kann� und zwar� da� Pnl���
�
� � gilt�

Die Energie E entspricht in diesem Fall der kinetischen Energie des Elektrons im Unend	
lichen�

����� Wellenfunktionen Die L�osungen der radialen Schr�odinger	Gleichung zei	
gen f�ur E � � ebenfalls wieder regul�ares und irregul�ares Verhalten� Im Au�enbereich
r � � haben wir es nun mit einer Linearkombination aus e�kr und e��kr �k� � �m

�h�
E�

zu tun� was einer einlaufenden und einer auslaufenden Kugelwelle entspricht� Asym	
ptotisch lassen sich diese L�osungen durch Sinus	 bzw� Cosinus	Funktionen ausdr�ucken�
Betrachtet man die Wellenfunktionen freier Elektronen �also Elektronen� die keinerlei
Wechselwirkungen unterliegen�� so sind die asymptotischen Entwicklungen der Coulomb	
L�osungen gegen�uber den freien Wellenfunktionen phasenverschoben �Coulomb	Phase ���
Diese Coulomb	Phase tr�agt somit die Wirkung des Coulomb	Potentials in den Au�enbe	
reich r ���

����� Modi�ziertes Coulomb�Potential

Seaton betrachtet ebenfalls ein Mehrelektronensystem� das entweder durch ein neutrales
Atom oder ein positives Ion repr�asentiert wird� Da f�ur dieses System wieder mit Hilfe der
Coulomb	Approximation eine Einelektronenn�aherung durchgef�uhrt wird� ist das System
durch die Kernladung Zkern und die Restladung Zrest eindeutig charakterisiert� Seaton
beschr�ankt sich 
 wie Bates und Damgaard 
 auf die Randbedingungen ������ die an das
Potential gestellt werden� Da dieses Potential eine gewisse �Ahnlichkeit mit einem reinen
Coulomb	Potential besitzt �ab dem Ionenrand r� ist es sogar ein solches�� liegt es nahe�
da� die Energieniveaus einer �ahnlichen Gesetzm�a�igkeit wie die Coulomb	Niveaus unter	
liegen� ebenso sollten die Wellenfunktionen ein vergleichbares asymptotisches Verhalten
aufweisen�



��

���� Gebundene Zust�ande

����� Energieniveaus F�ur die experimentell bestimmten Energieniveaus des be	
trachteten Systems schreibt man in Anlehnung an die Coulomb	Niveaus�

E
exp
nl � �Ry

Z�
rest

n���n� l�
������

n��n� l� nennt man die e�ektive Hauptquantenzahl� Sie ist von n und l abh�angig und in
der Regel nicht ganzzahlig�

Der Quantendefekt ist nun nichts anderes als die Abweichung der �normalen� Haupt	
quantenzahl n von dieser e�ektiven Hauptquantenzahl n��n� l��


�n� l� � n� n��n� l� ������

Der Quantendefekt 
�n� l� stellt also ein Ma� f�ur die St�arke der Abweichung des modi�	
zierten Potentials von einem reinen Coulomb	Potential dar� Je kleiner der Quantendefekt�
desto mehr �ahnelt es einem reinen Coulomb	Potential�

Diese Interpretation des Quantendefektes darf man allerdings nicht zu genau nehmen� da
der Quantendefekt nicht nur die Abweichung vom Coulomb	Potential beinhaltet� Ande	
re E�ekte wie z�B� Austausch	Wechselwirkung� Spin	Bahn	Wechselwirkung� Hyperfein	
struktur� die selbstverst�andlich im experimentellen Energieniveau enthalten sind� werden
ebenfalls mit Hilfe des Quantendefektes erfa�t�

Ein wesentliches Ergebnis der QDM ist die Tatsache� da� der Quantendefekt eine analy	
tische Funktion der Energie ist und sich somit inter	 bzw� extrapolieren l�a�t� Betrachtet
man die �Anderung des Quantendefektes entlang einer Spektralserie� so erkennt man� da�
sich die Abh�angigkeit 
�E

exp
nl � in erster N�aherung sogar gut durch eine Gerade approxi	

mieren l�a�t�
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In den beiden Abbildungen � und � erkennt man gut das Verhalten des Quantendefektes
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in Abh�angigkeit von der Energie� Das Abfallen der Werte f�ur E � � l�a�t den Schlu� zu�
da� die Ionisationsgrenze dieses Systems experimentell falsch bestimmt worden ist� Aus
diesem Grund ist in den Abbildungen zus�atzlich noch die Extrapolation der Quantende	
fekte bis zur Energie E � � eingezeichnet� bei der das Abknicken der Werte im Bereich
E � � unber�ucksichtigt bleibt�

Ebenso erkennt man� da� sich die nicht	relativistischen Quantendefekte der beiden Fe	
instrukturkomponenten j � l � �

�
unterscheiden� da selbstverst�andlich die experimentell

bestimmten Energieniveaus dieser beiden Zust�ande unterschiedlich sind�

����� Wellenfunktionen Zur Berechnung der Radialwellenfunktionen mu� wie	
der 
 wie bei der Methode von Bates und Damgaard 
 die radiale Schr�odinger	Gleichung
f�ur das modi�zierte Coulomb	Potential gel�ost werden� Man kann zeigen� da� eine L�osung
existiert� die sich am Ursprung regul�ar verh�alt und asymptotisch aus einer Linearkombi	
nation von regul�arer und irregul�arer Coulomb	L�osung besteht�

Pn�l�r� � Pregul�ar�r� � �E�Pirregul�ar�r�

Der Koe�zient �E� gibt das Verh�altnis von regul�arer zu irregul�arer Komponente an� er
wird bestimmt durch den Quantendefekt und ist ebenfalls eine analytische Funktion der
Energie�

Eine detaillierte Rechnung� in der das korrekte asymptotische Verhalten f�ur r � �
gefordert wird� liefert dann genau denselben Zusammenhang mit der Whittaker	Funktion�
den auch schon Bates und Damgaard in ihren Berechnungen benutzt haben �Gl� �������



��

���� Ungebundene Zust�ande

����� Energien EinemKontinuumszustand E � � wird ebenfalls �uber die Formel
f�ur die Energieniveaus eine �komplexe� e�ektive Hauptquantenzahl n� zugeordnet�

E
�
� �Ry

Z�
rest

n��
������

Da f�ur ungebundene Zust�ande E � � gilt� wird diese Forderung nur von einer rein
imagin�aren Zahl n� erf�ullt�

n� � � � � � � R ������

Da der Quantendefekt 
�E� eine analytische Funktion der Energie ist� kann er in den
Bereich E � � extrapoliert werden�

����� Wellenfunktionen Ebenso wie im reinen Coulomb	Potential erh�alt man
eine regul�are und eine irregul�are L�osung� die sich asymptotisch wie eine Sinus	
bzw� Cosinus	Funktion verhalten� Die Linearkombination aus beiden L�osungen kann
ebenfalls wieder als eine phasenverschobene Sinus	Funktion geschrieben werden� Diesmal
tritt aber nicht nur eine Phasenverschiebung � gegen�uber einer freien Wellenfunktionen
auf� die ungebundenen Wellenfunktionen immodi�zierten Coulomb	Potential sind zus�atz	
lich noch gegen�uber den ungebundenen Wellenfunktionen im reinen Coulomb	Potential
um die Phase � verschoben� Diese Phase � bezeichnet man auch als Streuphase� Die
Streuphase ist eine wichtige Gr�o�e bei der quantitativen Betrachtung von Streuprozes	
sen� Die Information �uber die Modifaktion des Coulomb	Potentials wird mit Hilfe der
Streuphase aus den Innenbereichen des Atoms in die Au�enbereiche getragen�

Explizit lautet die asymptotische Entwicklung�

Pn�l�r� � k�
�
� sin�x� ��E�� ������

mit�

x � kr �
�l

�
�
Zkern

k
ln��kr� � arg �l � �� �Zkern

k
� � E �

�h�k�

�m

���� Quantendefekt�Streuphasen�Beziehung

Der Tangens dieser Streuphase � gibt das Verh�altnis von irregul�arer zu regul�arer Kompo	
nente an und kann somit als relatives Gewicht der irregul�aren Komponente interpretiert
werden� Eine detaillierte Analyse der asymptotischen Entwicklungen im ungebundenen
Fall liefert dann das wichtige Ergebnis �Ref������

tan ��E� �
tan �
�E�

�� e����
������

���E� � extrapolierter Quantendefekt � � � s	o	�



�� Die Coulomb�Approximation

Seaton hat somit einen direkten Zusammenhang zwischen den beiden Gr�o�en gefunden�
die die Wirkung des modi�zierten Coulomb	Potentials zum einen f�ur gebundene Zust�ande
�Quantendefekt 
� und zum anderen f�ur ungebundene Zust�ande �Streuphase �� beschrei	
ben�

In den meisten F�allen ist der Ausdruck e���� vernachl�assigbar�

e���� � � 	 ��� 
 � 	
p
E � ��Zrest ������

Dann gilt der etwas einfachere Zusammenhang�

��E� � �
�E� �����

Es ist also m�oglich� die Streuphase durch Extrapolation des Quantendefektes aus dem
Bereich der gebundenen Zust�ande in den Bereich des Kontinuums zu berechnen� Dazu
ist lediglich die Kenntnis hinreichend vieler Energieniveaus notwendig�

����� Normierung der Wellenfunktionen

Die Normierung der gebundenen und ungebundenen Wellenfunktionen l�a�t sich exakt
durchf�uhren� obwohl man nur asymptotische Entwicklungen f�ur sie kennt� Das liegt daran�
da� man die Wellenfunktionen zwar in Kernn�ahe nicht n�aher bestimmt hat� aber daf�ur
kennt man sie in dem weitaus gr�o�eren Bereich au�erhalb des Ionenrandes�

Die Funktionen werden von Seaton �Ref����� wie folgt normiert�

�R
�
P �
n�l�r�dr � � � f�ur E � �

�R
�
P �
El�r�P

�
E�l�r�dr � ��E � E �� � f�ur E � �

������

��
 Diskussion der QDM

Die Quantendefekt	Methode nach Seaton liefert die asymptotischen Entwicklungen der
Coulomb	Funktionen� die auch schon Bates und Damgaard zur Berechnung der ra	
dialen Matrixelemente benutzt hatten� Beiden Arbeiten liegt die Idee der Coulomb	
Approximation zu Grunde� Die QDM liefert jedoch dar�uber hinaus auch asymptotische
Entwicklungen f�ur ungebundene Zust�ande� Auf diesem Wege fand Seaton den fundamen	
talen Zusammenhang zwischen dem Quantendefekt und der Streuphase� der es einem
erm�oglicht� aus der Kenntnis hinreichend vieler gebundener Energieniveaus die Streu	
phase zu berechnen�

Beide Arbeiten beschr�anken sich auf Zentralfelder� die asymptotisch in ein anziehendes
Coulomb	Potential �ubergehen� Diese Annahme ist in erster Linie f�ur Mehrelektronensy	
steme mit einem Elektron au�erhalb abgeschlossener Unterschalen geeignet� wie es z�B�
bei Alkali	Kon�gurationen der Fall ist� Der Innenbereich des Potentials wird in beiden
Arbeiten nicht ber�ucksichtigt�



��

In der vorliegenden Arbeit wird nun aber f�ur den Bereich r � r� ein Potentialverlauf
berechnet� der den Randbedingungen ����� gen�ugt� Man erh�alt dann mit Hilfe der radia	
len Schr�odinger	Gleichung bzw� der radialen Dirac	Gleichung Wellenfunktionen� die nicht
nur ein korrektes asymptotisches Verhalten aufweisen� sondern die auf diesem Wege ge	
wonnenen Wellenfunktionen sind f�ur alle r richtig und liefern eventuell bessere radiale
Matrixelemente�

Der Potentialverlauf wird mit Hilfe des Thomas	Fermi
Atommodells berechnet� das im
folgenden Kapitel vorgestellt werden soll�



�	 Das Thomas�Fermi�Atommodell



��� Die Grundidee des Thomas�Fermi�Modells ��

Kapitel �

Das Thomas�Fermi�Atommodell

In diesem Kapitel wird eine Methode vorgestellt� wie man den Potentialverlauf eines
Mehrelektronensystems mit quantenstatistischen Mitteln berechnen kann�

Bisher wurden keinerlei spezi�sche Angaben zu dem modi�zierten Coulomb	
Potential ����� gemacht� es hie� immer nur� da� die inneren Elektronen die Kernladung
abschirmen� Um jedoch auch die Anteile des radialen Matrixelementes ber�ucksichtigen
zu k�onnen� die von Bereichen r � r� herr�uhren� ben�otigt man konkrete Angaben zum
Potentialverlauf� In diesem Kapitel wird mit Hilfe des Thomas	Fermi
Atommodells eine
e�ektive Kernladung Ze��r� berechnet� in der die gesamte Information �uber die Abschir	
mung der Kernladung durch die inneren Elektronen enthalten sein soll�

��� Die Grundidee des Thomas�Fermi�Modells

Im Hinblick auf die Eigenschaften des gesuchten Potentials werden nur positive Ionen
betrachtet� Da sich ein ��au�eres� Elektron in dem vom Kern und den �ubrigen� inneren
Elektronen erzeugten Feld bewegt� wird das Potential� welches das Leuchtelektron sp�urt�
von einem positiven Ion erzeugt� Es soll nun gekl�art werden� wie sich dieses Potential
am geeignetsten bestimmen l�a�t� Die Ladungswolke� welche von den inneren Elektronen
gebildet wird� soll mit quantenstatistischen Methoden erfa�t werden� Die Behandlung
dieses Problems mit Hilfe der quantenstatistischen Theorie basiert auf der Annahme�
da� man die Elektronen des Systems als ein freies� entartetes Elektronengas am abso	
luten Nullpunkt der Temperatur betrachten kann� Es wird angenommen� da� in diesem
Elektronengas die Ladung der Elektronen kontinuierlich verteilt ist� man betrachtet al	
so die Elektronen als pulverisiert� Diese kontinuierlich verteilte Elektronenladung bildet
im statistischen Modell eine Art Atmosph�are um den Kern� die durch die Anziehung
des Kerns und die gegenseitige Absto�ung der negativen Ladungselemente im Gleichge	
wicht gehalten wird� Zur Berechnung des Potentialverlaufs teilt man die Ladungswolke
in Teilvolumina auf� f�ur die man das Potential als ann�ahernd konstant ansehen kann�
Die Gesamtenergie des Systems ist dann nichts anderes als die Summe der Energien
der einzelnen Teilvolumina� Bei der Berechnung des Potentials mit Hilfe der Poisson	
Gleichung wird dann jedoch die Elektron	Elektron	Wechselwirkung und die Elektron	
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Kern	Wechselwirkung mitber�ucksichtigt� Bei dieser Art und Weise der Betrachtung be	
sitzen die Elektronen keinerlei individuelle Eigenschaften wie z�B� Bahndrehimpuls� sie
werden lediglich als ein �entartetes� Elektronengas betrachet� welches dem Pauli	Prinzip
unterliegt� Demzufolge wird z�B� dem Schalenaufbau beim Thomas	Fermi
Modell keine
Rechnung getragen�

��� Die Ladungsverteilung

Ausgangspunkt f�ur die Berechnung des Potentials ist die Poisson	Gleichung�

�V �r� � ��e�n�r� �����

�n�r� � Teilchendichte�

Um zu einer Di�erentialgleichung f�ur das Potential V �r� zu gelangen� ben�otigt man einen
Zusammenhang zwischen der Teilchendichte n�r� und dem Potential V �r�� der im folgen	
den mit Hilfe eines Variationsprinzips hergeleitet werden soll�

Im Grundzustand des Systems der Ladungsverteilung� der hier betrachtet werden soll�
mu� die Gesamtenergie minimal sein� Sie setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie
Ekin und der potentiellen Energie Epot � EKern � EElektr��

Ekin � �k
R
n

�
� �r�d	r � Ergebnis der Quantenstatistik

EKern � � R e�n�r�VKern�r�d	r � VKern�r� �
Zkerne�

r

EElektr� � ��
�

R
e�n�r�VElektr��r�d

	r � VElektr��r� � �
Z

e�n�r
��

j �r � �r� jd
	r

��k � 
��� e�� a��

Die Teilchendichte mu� selbstverst�andlich die Nebenbedingung

Ne �
Z
n�r�d	r

erf�ullen�

Ne ist in diesem Fall die Anzahl der inneren Elektronen�

Den gesuchten Zusammenhang zwischen dem Potential V �r� � VKern�r� � VElektr��r� und
der Teilchendichte n�r� erh�alt man nun �uber eine �Variationsrechnung mit Nebenbedin	
gung�� F�uhrt man diese Variation durch� so gelangt man zur gesuchten Gleichung�

n�r� � ���V � V��
�
� �����

mit� 	� �
�p
e��a

�
�

V� ist dabei der durch die Nebenbedingung eingef�uhrte Lagrange	Multiplikator� der sich
beim reinen Thomas	Fermi
Atommodell als V �r�� herausstellt� �Bei der Ber�ucksichtigung
der Austausch	Wechselwirkung im Abschnitt ��� hat V� eine etwas andere Gestalt��
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Die Poisson	Gleichung lautet nun�

��V � V�� � ��e����V � V��
�
� �����

Die L�osung dieser Gleichung soll im folgenden diskutiert werden�

��� Die Thomas�Fermi�Gleichung

Bei der L�osung der Poisson	Gleichung m�ussen gewisse Randbedingungen erf�ullt werden�
Zwei dieser Randbedingungen sind durch Gl� ����� gegeben� Eine dritte erh�alt man durch
die nat�urliche Forderung� da� die Feldst�arke am Ionenrand r� einen stetigen Verlauf haben
soll�

�� limr�� rV �r� � Zkerne�

�� V �r� �
Zreste�

r
� f�ur r � r�

�� V ��r�� � �Zreste�

r��

Zur Thomas	Fermi
Gleichung gelangt man dann durch die Einf�uhrung dimensionsloser
Gr�o�en�

u �
r

a�b
� ��u� �

V �r�� V�
Zkerne�

r

mit b � ������� Z
� �

�

kern

Das Umschreiben des Laplace	Operators � auf Kugelkoordinaten und das Einsetzen die	
ser dimensionslosen Gr�o�en in Gl� ����� liefert dann die Thomas	Fermi
Gleichung�

p
u����u�� �

�
� �u� � � �����

mit den Randbedingungen�

�� ���� � �
�� ��u�� � �

�� u��
��u�� � �q mit q �

Zrest

Zkern

�Ionisationsgrad�

����� Die e�ektive Kernladung

Die Randbedingungen� die an das Potential gestellt werden� legen die Einf�uhrung einer
e�ektiven Kernladung Ze��r� nahe� Die Funktion Ze��r� �andert sich innerhalb des Berei	
ches r � r� stetig von Zkern am Ursprung bis hin zu Zrest am Ionenrand r�� Man macht
also f�ur das Potential den folgenden Ansatz�

V �r�
�
�

Ze��r�e�
r
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Die e�ektive Kernladung Ze��r� l�a�t sich dann mit Hilfe der Thomas	Fermi
Funktion
��u� wie folgt schreiben�

Ze��r� � Zkern��
r

a�b
� � Zrest

r

r�
�����

����� L	osung der Thomas�Fermi
Gleichung

Die Thomas	Fermi
Gleichung l�a�t sich nur numerisch l�osen� Da es sich um eine Di�eren	
tialgleichung ��Ordnung handelt� ben�otigt man f�ur eine Integration den Funktionswert
und den Wert der Ableitung an einem Ort� Wie aus den Randbedingungen ersichtlich� ist
das f�ur den dimensionslosen Ionenrand u� der Fall� Dabei tritt jedoch das Problem auf�
da� der Ionenrand u� eine unbekannte Funktion des Ionistaionsgrades q ist� man erh�alt
f�ur jeden Ionistaionsgrad� der eindeutig durch die Kernladung Zkern und die Restladung
Zrest bestimmt ist� einen anderen Ionenrand� Dieses Problem wurde von Stewart und Ro	
tenberg in ihrer Arbeit �uber die Scaled	Thomas	Fermi
Methode �Ref����� dadurch gel�ost�
da� sie f�ur die Funktion u��q� einen Potenzreihenansatz gemacht haben� der hinreichend
genaue Startwerte f�ur die numerische Integration liefert�

Zur Berechnung der e�ektiven Kernladung Ze��r� wird in dieser Arbeit eine FORTRAN	
Routine verwendet� welche den Wert von Ze��r� f�ur einen vorgegebenen Ionisationsgrad
an zweihundert Punkten r � � � r � r� berechnet� Dazu wird die Thomas	Fermi

Gleichung auf eine Funktion f�v� � ��u� �mit u � v�� transformiert� Die so entstandene
Di�erentialgleichung ��Ordnung wird als ein System zweier Di�erentialgleichungen ��Ord	
nung numerisch integriert� Diese Integration startet am Ionenrand u��q�� den man aus der
Potenzreihenentwicklung von Stewart und Rotenberg erh�alt� und l�auft r�uckw�arts bis hin
zum Ursprung� Der Ionenrand wird dabei in einer Iterationsschleife so lange modi�ziert�
bis die Randbedingung ���� � � erf�ullt ist�

Zus�atzlich zu diesen Werten berechnet die FORTRAN	Routine auch die Koe�zienten an
der Potenzreihenentwicklung der Funktion f�v��

f�v� �
�X
n
�

anv
n

Diese Koe�zienten sind im Hinblick auf die Berechnung der L�osungen F �r� und G�r� der
radialen Dirac	Gleichung nahe des Ursprungs wichtig� In diesem Fall wird f�ur F �r�� G�r�
und Ze��r� eine Potenzreihe angesetzt� wobei man f�ur die Reihenentwicklung von Ze��r�
die Koe�zienten an ben�otigt� Die R�uckf�uhrung der Koe�zienten der Reihenentwicklung
von Ze��r� auf diese Koe�zienten an �ndet sich im Anhang A���
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��� Die Austausch�Wechselwirkung

In diesem Abschnitt soll das Auftreten der Austausch	Wechselwirkung an Hand eines ein	
fachen Zwei	Elektronensystems veranschaulicht und dann im Thomas	Fermi
Atommodell
mitber�ucksichtigt werden� Der Hamilton	Operator dieses Systems lautet�

H � � �h�

�m
��� ����� Ze��

r�
� Ze��

r�
�

e��
r��

�����

�r�� � j
r� � 
r�j � �i� Laplace�Operator mit den partiellen Ableitungen nach den Koordinaten des

i	Teilchens�

Der letzte Summand repr�asentiert die Wechselwirkung der beiden Elektronen unterein	
ander� die Berechnung der Energiekorrektur�die durch diesen Term bewirkt wird� erfolgt
mit Hilfe der zeitunabh�angigen St�orungsrechnung� Dazu ben�otigt man die Eigenfunktio	
nen des ungest�orten Systems und berechnet den Erwartungswert des St�oroperators �in

diesem Fall
e��
r��
� in diesem ungest�orten Zustand�

Die Eigenfunktionen des ungest�orten Systems sind durch die Slater	Determinante gege	
ben�

�antisymm� �
�p
�
������������ ����������� �����

F�ur die Aufenthaltswahrscheinlichkeit� die der Teilchendichte entspricht� gilt dann�

� � j�antisymm�j� � �

�
����������� � ������������ �

�
��������

�
����� � �������������� ����

mit� �i�n� � j�i�n�j
� � �ik�n� � �i�n��

�

k�n�

Der erste Summand entspricht dabei der klassischen �Uberlagerung der Elektronendichten
der beiden Elektronen� Der zweite Summand hingegen repr�asentiert etwas Neues� Er
entsteht lediglich durch die Forderung� da� die Gesamtwellenfunktion antisymmetrisch
sein soll und besitzt kein klassisches Analogon�

Wird nun die Korrektur der Energieniveaus mit Hilfe der zeitunabh�angigen St�orungs	
rechnung durchgef�uhrt� so erh�alt man f�ur �E den folgenden Ausdruck�

�E � � �antisymm�j e
�
�

r��
j�antisymm� � � Cik � Aik �����

mit�

Cik � e��

Z Z
�i�r��i�r

��

j�r � �r�j d	rd	r�

Aik � e��

Z Z
�ik�r��

�
ik�r

��

j�r � �r�j d	rd	r�
������
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Das sogenannte Austauschintegral Aik spiegelt die Tatsache wider� da� sich Teilchen
mit gleichem Spin ausweichen und bewirkt eine Absenkung der potentiellen Energie des
Systems�

����� Die Thomas�Fermi�Dirac
Gleichung

Ber�ucksichtigt man bei der Durchf�uhrung der Variationsrechnung �s� Abschnitt ��� und
���� den Energieterm� der durch die Austausch	Wechselwirkung entsteht� so gelangt man
zu der folgenden Poisson	Gleichung�

��V � V� � � �� � � ��e���

�V � V� � � �� �

�
� � ��

�	
� �� �

s
e�

���a�
������

Die Variablentransformation

u �
r

a�b
� ��u� �

V �r�� V� � � ��
Zkerne�

r

auf die dimensionslosen Gr�o�en u und � liefert in diesem Fall die Thomas	Fermi	Dirac

Gleichung�

����u� � u

�
�
s
��u�

u
� 

�
A
	

�  � ������ Z
� �

�

kern ������

mit den Randbedingungen�

�� ���� � �

�� ��u�� �

�


�

��

u�

�� u��
��u�� � u�

�


�

��

� q

����� L	osung der Thomas�Fermi�Dirac
Gleichung

Die Thomas	Fermi	Dirac
Gleichung l�a�t sich ebenfalls nur numerisch l�osen� es wird dabei
ann�ahernd diegleiche FORTRAN	Routine wie im reinen Thomas	Fermi
Fall verwendet�
Es mu� lediglich das �alte� System der beiden Di�erentialgleichungen ��Ordnung auf die
Thomas	Fermi	Dirac
Gleichung umgeschrieben und die Randbedingungen entsprechend
obiger Formeln abge�andert werden� Diese Rechnung� sowie ein Potenzreihenansatz zur
L�osung der neuen Di�erentialgleichung �ndet sich im Anhang A���
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����� Die e�ektive Kernladung

Durch die Ber�ucksichtigung der Austausch	Wechselwirkung �andert sich die Berechnung
der e�ektiven Kernladung� F�ur den bei der Variation eingef�uhrten Lagrange	Multiplikator
V� erh�alt man in diesem Fall�

V� �
Zreste�

r�
�
��

��
� ��

F�ur das Gesamtpotential gilt im Thomas	Fermi	Dirac
Fall somit der folgende Zusam	
menhang mit der Thomas	Fermi	Dirac
Funktion ��u��

V �r� �
Zkerne�

r
��u� � V� � � ��

Schreibt man V �r� wieder mit Hilfe der e�ektiven Kernladung Ze��r��

V �r�
�
�

Ze��r�e�
r

� ������

so gilt f�ur Ze��r��

Ze��r� � Zkern��u� � Zrest
r

r�
� r

��e�
� �� ������

Der letzte Summand deutet schon darauf hin� da� der Verlauf der Kernladung unter
Ber�ucksichtigung der Austausch	Wechselwirkung n�aher am Kern liegen wird als bei der
Thomas	Fermi
Methode�

Im Kapitel � werden dann die e�ektiven Kernladungen Ze��r�� die einerseits mit Hilfe
des Thomas	Fermi
Modells und andererseits mit dem Thomas	Fermi	Dirac
Modell be	
rechnet wurden� miteinander verglichen�

��
 Diskussion des Thomas�Fermi�Atommodells

Die Thomas	Fermi
Methode eignet sich besonders gut� um isotrope Ladungsverteilungen
zu beschreiben� Somit werden kugelsymmetrische Verteilungen� wie sie z�B� f�ur Edelgas	
kon�gurationen vorliegen� am besten beschrieben� Jedoch sind die Annahmen� die die
Behandlung mit Hilfe der Quantenstatistik erm�oglichen� nicht �uberall erf�ullt�

� In Kernn�ahe kann man gewi� nicht von einem konstanten Potential f�ur die Teilvo	
lumina ausgehen� da es sich dort wie �

r
verh�alt�

� Am Ionenrand ist die Anzahl der Elektronen nicht so gro�� als da� eine statistische
Behandlung gerechtfertigt w�are�

Im Hinblick auf relativistische Rechnungen kann man sagen� da� Ladungsverteilungen
schwerer Atome durch das Thomas	Fermi
Atommodell gut wiedergegeben werden� da
f�ur solche Systeme die quantenstatistischen Voraussetzungen gut erf�ullt sind�
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Allerdings sind die Voraussetzungen teilweise widerspr�uchlich�

Um zu einem Ausdruck f�ur die kinetische Energie zu gelangen� der von der Teilchendichte
abh�angt� nimmt man an� es existierten keine Wechselwirkungen der Elektronen unterein	
ander und mit dem Kern �freies Elektronengas�� Bei der Berechnung der potentiellen
Energie hingegen ber�ucksichtigt man dann doch diese Wechselwirkungen�

Trotzdem zeigt die Praxis� da� das Thomas	Fermi Modell sehr gut geeignet ist� um ein
realitisches Potential zu liefern� Das zeigt sich daran� da� die Wellenfunktionen� die aus
der Schr�odinger	Gleichung mit gerade diesem Potential folgen� Oszillatorenst�arken liefern�
die mit den experimentellen Werten sehr gut �ubereinstimmen� Andere� kompliziertere
Modellpotentiale liefern zwar vergleichbare Ergebnisse� die Praxis zeigt jedoch� da� die
Berechnung mit Hilfe der Scaled	Thomas	Fermi
Methode ein sehr schnelles Verfahren
darstellt�
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Abbildung �� E�ektive Kernladung Ze��r� f�ur Nv�

Abb�� soll den Verlauf der e�ektiven Kernladung Ze��r� veranschaulichen� Er wurde dazu
f�ur mehrere Ionisationsstufen von Sticksto� mit Hilfe des Thomas	Fermi
Atommodells
berechnet und bis zum jeweiligen Ionenrand r� aufgetragen� Man erkennt deutlich� wie
der Ionenrand vom Ionisationsgrad q � Zrest

Zkern
abh�angt� Je gr�o�er der Ionisationsgrad ist�

desto kleiner wird der Ionenrand�



��

Kapitel �

Relativistische Quantenmechanik

Die vorliegende Arbeit benutzt zum Au�nden der Wellenfunktionen nicht die
Schr�odinger	Gleichung sondern die Dirac	Gleichung� Somit werden s�amtliche relativisti	
schen E�ekte wie z�B� Massenzunahme des Elektrons� Spin	Bahn	Wechselwirkung auto	
matisch mitber�ucksichtigt� Diese E�ekte spielen f�ur hochionisierte Ionen eine erhebliche
Rolle� da dort die Elektronen Geschwindigkeiten erreichen� die gegen�uber der Lichtge	
schwindigkeit nicht mehr vernachl�assigt werden k�onnen� Dazu soll an dieser Stelle eine
halbklassische Rechung durchgef�uhrt werden� die in etwa die Gr�o�enordnung der Elek	
tronengeschwindigkeit f�ur station�are Zust�ande aufzeigt�

Geht man davon aus� da� zwischen der Coulomb	Kraft und der Zentrifugalkraft ein
Gleichgewichtszustand herrscht� so kann mit Hilfe der Formel f�ur die Bohrschen Bahnra	
dien die Geschwindigkeit des Elektrons berechnet werden�

Ze��
r�n

�
m�v

�
n

rn
� rn �

n��h�

Ze��m�
�� vn �

Ze��
n�h

Ein besseres Ma� f�ur die Geschwindigkeit stellt allerdings das Verh�altnis von vn zur
Lichtgeschwindigkeit c dar� welches sich nach Berechnung aller Konstanten wie folgt
schreiben l�a�t�

vn

c
 �

Z

n

�� Feinstrukturkonstante�

Da f�ur hochionisierte Atome die Kernladung Z gro�� gleichzeitig die Hauptquantenzahl
n jedoch klein sein kann� erkennt man anhand dieser N�aherung� da� die Elektronen dann
Geschwindigkeiten erlangen� die in die N�ahe der Lichtgeschwindigkeit kommen� Man ist
dann nicht mehr in der Lage� die Wellenfunktionen mit der Schr�odinger	Gleichung zu be	
rechnen� da diese die relativistischen E�ekte vernachl�assigt� Aus diesem Grunde war die
Entwicklung einer Erweiterung der Quantenmechanik notwendig� die dem Relativit�ats	
prinzip Rechnung tr�agt�
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��� Die Klein�Gordon�Gleichung

In der nicht	relativistischen Quantenmechanik geht man von der folgenden Energie	
Impuls
Beziehung zur �Herleitung� der Schr�odinger	Gleichung f�ur ein freies Teilchen
aus�

E �
p�

�m
�����

Man hat bekannterweise die folgenden Ersetzungen zu machen�

E �� ��h
�

�t

p �� ���h�r �

�����

um zur Schr�odinger	Gleichung zu gelangen�

Die erste Idee f�ur den �Ubergang zur relativistischen Quantenmechanik war� die relativi	
stische Energie	Impuls Beziehung zu verwenden�

E� � p�c� �m�c� �����

F�uhrt man hier die Ersetzung ����� durch� so gelangt man zur Klein	Gordon
Gleichung�

�
� m�c�

�h�

�
� � � � mit �� �� �

c�
��

�t�
�����

Im Falle eines �au�eren Feldes hat man zus�atzlich zu ersetzen�

E �� E � qVpot

�p �� �p� q �A
�����

�Das Ausquadrieren des Impulses nach der Ersetzung in der relativistischen Energie	
Impuls Beziehung liefert die Kopplung des Bahndrehimpulses an das �au�ere Magnetfeld��

Die Klein	Gordon
Gleichung weist jedoch erhebliche M�angel auf�

� Es tritt die zweite Ableitung
��

�t�
nach der Zeit auf�

Ein �Ubergang zur relativistischen Quantenmachanik w�urde also die Kenntnis von
��x� �� und �

�t
��x� �� fordern�

� Es gibt keine M�oglichkeit� den Spin in die Klein	Gordon
Gleichung einzubauen�

Sie ist somit nur in der Lage� spinlose Teilchen zu beschreiben�
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Es ist folglich nicht m�oglich� Elektronen mit Hilfe der Klein	Gordon
Gleichung zu be	
schreiben� sie ist nur f�ur spinlose Teilchen wie z�B� �	Mesonen geeignet�

��� Die Dirac�Gleichung f�ur ein freies Teilchen

Dirac hatte nun die Idee� aus der relativistischen Energie	Impuls
Beziehung ����� direkt
die Wurzel zu ziehen�

E � �
q
p�c� �m�c�

�
� ��c�� � �p� mc�� �����

Diese Gleichheit kann nur durch eine geschickte Wahl von �� und  gew�ahrleistet werden�
damit das Quadrat des Klammerausdrucks wieder mit Gl� ����� �ubereinstimmt� m�ussen
�� und  die folgenden Relationen erf�ullen�

�� ��
i � �

�� � � �
�� � ��i�� � �
�� ��i ��j�� � ��ij

�f�ur alle i � �� �� ��

�A�B�� � AB �BA ist der sogenannte Antikommutator�

Diese Forderungen werden erst von ���	Matrizen erf�ullt� Die gebr�auchlichste Form der
Darstellung f�ur diese Matrizen ist die sogenannte Pauli	Darstellung� die einen direkten
Zusammenhang mit den Pauli	Spin
Matrizen aufweist�

�� �

�
� �����

����� �

�
�  �

�
���� �
� ����

�
�����

�� stellt dabei den aus den Pauli	Matrizen bestehen Vektor dar�

Somit wird auch die Wellenfunktion zu einem �	komponentigen Spinor�

! �

�
BBB�

��

��

�	

��

�
CCCA ����

��� Negative Energien

Den Hamilton	Operator eines freien Teilchen de�niert man als�

HD � c�� � �p� mc� �����
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Die zugeh�orige� zeitunabh�angige Dirac	Gleichung lautet somit �s� Gl� �������

HD� � �jEj� ������

Es treten sowohl positive Energien als auch negative Energien als m�ogliche Energie	
Eigenwerte auf� Dabei sei an dieser Stelle darauf hingewiesen� da� mit E die Gesamt	
energie des Teilchens gemeint ist� Die Ruheenergie E� � mc� ist in E enthalten�

Die physikalische Deutung der L�osungen f�ur den negativen Energie	Eigenwert f�uhrte auf
die Vorhersage des Positrons� Man kann allgemein zeigen� da� die L�osungen mit positiver
Energie Teilchen und die L�osungen mit negativer Energie Antiteilchen beschreiben�

Die vorliegende Arbeit befa�t sich jedoch nur mit positiven Energien� also den Teilchen�

��� Die Dirac�Gleichung im elektromagnetischen

Feld

Wenn man �uber die �ublichen Ersetzungsvorschriften ����� ein elektromagnetisches Feld
in die Dirac	Gleichung einbaut� so l�a�t sich zeigen� da� sie den Spin �und somit auch die
Spin	Bahn	Kopplung� impliziert�

Die Ersetzung liefert den Hamilton	Operator�

HD � c�� � ��p� q �A� � mc� � qV ������

Man k�onnte vermuten� da� die folgende Gleichheit erf�ullt ist�

mc� � c�� � ��p� q �A�
�
�
q
m�c� � c���p� q �A��

Das ist nicht der Fall�

Wenn man davon ausgeht� da� der Hamilton	Operator ������ die Physik in korrekter Art
und Weise beschreibt� so liefert eine ausf�uhrliche Rechnung�

mc� � c�� � ��p� q �A� �
q
m�c� � c���p� q �A�� � e�h�� � �r� �A

Der letzte Summand unter dem Wurzelzeichen beschreibt die Spin	Bahn
Kopplung�

��
 Die Dirac�Gleichung f�ur Zentralfelder

In einem reinen Zentralfeld hat der Hamilton	Operator als direkte Folge aus Gl� ������
die Gestalt�

HD � c�� � �p� mc� � Vpot�r� ������



	�� Die Dirac�Gleichung f�ur Zentralfelder ��

Ein einfache Rechnung zeigt� da� weder der Bahndrehimpuls noch der Spin ein Bewe	
gungsintegral ist�

�HD � �L � �� �

�HD � �S � �� �

�HD � �L � �S� � �

������

Erst der Gesamt	Drehimpuls �J � �L � �S ist also eine Erhaltungsgr�o�e� Das begr�undet
sich durch das Auftreten der Spin	Bahn
Kopplung�

Um somit zu einer angemessen Form der Beschreibung zu gelangen� mu� man die Ei	
genfunktionen des Bahn	Drehimpulses mit den Eigenfunktionen des Spin	Drehimpulses
zu Eigenfunktionen des Gesamt	Drehimpulses koppeln� Das liefert dann f�ur die bei	
den �unterschiedlichen� m�oglichen Gesamt	Drehimpulse j � l � �

�
die folgenden

�verallgemeinerten� Kugel��achenfunktionen�

Yj�m�l � �p
�j

� p
j �m Yl�m� �

�
��� ��p

j �m Yl�m� �
�
��� ��

�
� f�ur j � l � �

�

Yj�m�l � �p
�j���

�
� �

q
�j � ���m Yl�m� �

�
��� ��q

�j � �� �m Yl�m� �
�
��� ��

�
A � f�ur j � l � �

�

������

Genau wie im nicht	relativistischen Fall l�a�t sich der Winkelanteil in einem Zentralfeld
abseparieren� so da� sich folgender L�osungsansatz emp�ehlt�

�gro� �
G�r�

r
Yj�m�l��� ��

�klein � �
F �r�

r
Yj�m�l����� ��

������

Hierbei gilt f�ur die Gesamtwellenfunktionen dann�

! �

�
�gro�

�klein

�
������

Eine einfache Rechnung zeigt� da� die gro�e und kleine Komponente der Gesamtwellen	
funktion in folgendem Verh�altnis zueinander stehen�

�klein

�gro�

� v

c

Au�erdem erkennt man� da� gro�e und kleine Komponente zu Kugel��achenfunktionen
mit unterschiedlichem Bahndrehimpuls geh�oren�
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Das Einsetzen dieses Ansatzes ������ in die Dirac	Gleichung ������ unter Ber�ucksichtigung
der Pauli	Darstellung ����� liefert dann die radiale Dirac�Gleichung�

�
d

dr
� �

r

�
F �r� �

�
mc

�h

�
�� E

E�

�
� �Ze��r�

r

�
G�r�

�
d

dr
�
�

r

�
G�r� �

�
mc

�h

�
� �

E

E�

�
�
�Ze��r�

r

�
F �r� ������

mit�

� �

�
��l � �� f�ur j � l � �

�

l f�ur j � l � �
�

� E � Enj �mc�

Dabei wurde f�ur das Zentralpotential gleich das modi�zierte Coulomb	Potential ����� mit
der e�ektiven Kernladung Ze��r� eingesetzt�

����� Reines Coulomb�Potential

F�ur ein reines Coulomb	Potential Ze��r� � Zkern l�a�t sich das System der radialen Dirac	
Gleichungen geschlossen l�osen� F�ur die Energieniveaus erh�alt man dann die Formel�

Enj � mc�

�
BBBB�

�s
� �

�
	Z

n� j�j� �

�� � �

�
CCCCA �����

Man erkennt unschwer� da� die relativistischen Coulomb	Niveaus diesmal durch das
Auftreten von � vom Gesamtdrehimpuls j abh�angen� somit erh�alt man �uber die Dirac	
Gleichung automatisch die Ber�ucksichtung der Feinstrukturaufspaltung�

����� Nicht�relativistischer Grenzfall

Da die kleine und die gro�e Komponente im Verh�altnis v
c
stehen� verschwindet im nicht	

relativistischen Grenzfall �c � �� die kleine Komponente� Die gro�e Komponente geht
in die L�osung der radialen Schr�odinger	Gleichung �uber�

Entwickelt man die Formel f�ur die relativistsichen Coulomb	Niveaus nach Potenzen von
��Z�� so erh�alt man�

Enj � �Ry

Z�

n�
� ��Z��Ry

Z�

n�

�
�

j � �
�

� �

�n

�
� ��� ������

In nullter N�aherung stimmen also relativistische und nicht	relativistische Niveaus �uberein�
Durch diese N�aherung wird auch deutlich� da� die Feinstrukturaufspaltung ein relativi	
stischer E�ekt �� Ordnung ist�
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��� Diskussion der Dirac�Theorie

Die Ergebnisse� die mit Hilfe der relativistischen Quantenmechanik erzielt werden� zeigen
eine erheblich bessere �Ubereinstimmung mit dem Experiment� Mit Hilfe der Schr�odinger	
Gleichung lassen sich relativistische E�ekte nur durch die Einf�uhrung von Korrekturter	
men ber�ucksichtigen� die allesamt durch eine Entwicklung der relativistischen Energie	
Impuls	Beziehung ����� nach Potenzen von p entstehen� Quantenelektrodynamische Ef	
fekte wie z�B� der Lamb	Shift k�onnen aber auch mit dieser Theorie nicht erkl�art werden�

Die Abbildungen �� � und � zeigen f�ur Nv zum einen die die beiden radialen Wellenfunk	
tionen F �r� und G�r� f�ur den Zustand �p �

�
� aus denen sich die radiale Aufenthaltswahr	

scheinlichkeit berechnen l�a�t� und zum anderen die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit
F �r�� �G�r�� selbst�
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�� Die Relativistische Quantendefekt�Methode

Da sich die Formel zur Berechnung der Energieniveaus und auch die Gestalt der Wellen	
funktionen durch die relativistische Quantenmechanik ge�andert hat � ist eine Erweiterung
der Quantendefekt	Methode notwendig geworden� Mit diesem Problem haben sich in den
��er Jahren ausf�uhrlich Zilitis �Ref���� und ���� und Johnson " Cheng �Ref����� befa�t�
Ihre Arbeiten sind analog zu der Arbeit von Seaton �Ref����� aufgebaut und liefern ver	
gleichbare Ergebnisse� Der Quantendefekt ist auch im relativistischen Fall eine analytische
Funktion der Energie mit einem vergleichbaren Zusammenhang zur Streuphase� Alle re	
lativistischen Formeln gehen im Grenzproze� c�� wieder in die alten Beziehungen von
Seaton �uber�
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����� De�nition des Quantendefektes

Die nicht	relativistischen Energieniveaus im modi�zierten Coulomb	Potential ������ wur	
den in Anlehnung an die Coulomb	Niveaus ����� formuliert�

Ebenso werden auch die Energieniveaus im relativistischen Fall durch die Formel f�ur die
Coulomb	Niveaus ����� bestimmt�

Enj
�
� mc�

�
BB� �r

� � � 	Z
n�

rel

��
� �

�
CCA ������

Der relativistische Quantendefekt ist dann wie folgt de�niert�


rel � n� j�j� � � n�rel ������

Die De�nitionen des relativistischen und des nicht	relativistischen Quantendefekts sind
somit unterschiedlich� Der relativistische Quantendefekt weist zus�atzlich eine Abh�angig	
keit vom Gesamt	Drehimpuls auf� Diese Abh�angigkeit ist in der Gr�o�e � enthalten�

Vergleicht man die relativistischen Quantendefekte mit den nicht	relativistischen� so
erkennt man� da� die relativistischen immer kleiner als die entsprechenden nicht	
relativistischen sind�

Im folgenden wird der relativistische Quantendefekt der Einfachheit halber ebenfalls mit

 bezeichnet� nur wenn von beiden Quantendefekten im Vergleich die Rede ist� wird eine
Unterscheidung per Indizierung vorgenommen�

����� Quantendefekt�Streuphasen
Beziehung

Eine detailierte Analyse der Coulomb	L�osungen im relativistischen Fall f�ur gebundene
und ungebundene Zust�ande� die v�ollig analog zu der Methode von Seaton verl�auft� liefert
den Zusammenhang �Ref�����

cot���E�� � �� � cos��b� e���n
�

� cot��
�E�� � sin��b� e���n
�

������

mit� b � 
� � �

n� ist dabei analog zu Kapitel � komplex de�niert� und mit genau derselben N�ahe	
rung ������ f�ur e���n

�

erh�alt man dann�

��E� � � 
�E� ������

����� Asymptotische L	osungen

An dieser Stelle sollen die exakten L�osungsformeln der gebundenen und ungebundenen
Zust�ande f�ur den Bereich r � r� angegeben werden� Diese Formeln sind von besonde	
rem Interesse� da sie bei der Scaled	Thomas	Fermi
Methode zur Berechnung der Wel	
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lenfunktionen in den Au�enbereichen des Atoms verwendet werden� Sie wurden dort als
FORTRAN	Routine programmiert�

Normalerweise ist in der Energie E die Ruheenergie mc� enthalten� In den Formeln� die
im folgenden angegeben werden� ist das jedoch nicht der Fall� Mit der Gr�o�e E ist die
Energie des Elektrons ohne Ruheenergie gemeint� Somit liegen f�ur E � � gebundene
Zust�ande und f�ur E � � ungebundene Zust�ande vor�

���� Gebundene Zust�ande

Die Wellenfunktionen zeigen wieder einen Zusammenhang mit der Whittakerfunktion
Wk�m�z�� Die L�osungsformel� die f�ur r � r� gilt� lautet nach Zilitis �Ref������

G�r�
F �r�

�
� �

vuut ��� E
E�
��Zrest � ���

�Zrest��En� �n� � � � �� �n� � � � ��

n
Wn�� �

�
�
���r�� �� � ��Wn�� �

�
�
���r�

o
������

mit� � �
mc

�h

s
��

E

E�

�

� � �
Zrest

�

In einem reinen Coulomb	Potential gilt n� � n� j�j� �� In diesem Fall stimmt die o�a�
Formel mit der L�osung der radialen Dirac	Gleichung f�ur ein reines Coulomb	Potential�
wie man sie z�B� bei Bethe �Ref� ���� �ndet� �uberein� Diese Gleichheit wurde numerisch
nachgepr�uft�

���� Ungebundene Zust�ande

Im ungebundenen FallE � � lassen sich die L�osungen ebenfalls auf die Whittakerfunktion
Wk�m�z� zur�uckf�uhren� Zilitis hat die L�osungsformeln in seiner Arbeit �Ref����� wie folgt
angegeben�

�
� �

G �r�
�
F �r�

�
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�
�
q
� � E

E�

��
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�
A e�
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�
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�p�
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p
�W�y� �

�
�
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������

Es gelten dabei die De�nitionen�

p �
q
E�� � E

E�
� � � � ���pr � y � ZrestE

E�p
� � � �

�
arg

�
���Zrest

p


��y

�
�

� � � � arg  �� � � � �y�� �


�
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Man erkennt� da� im Gegensatz zu den gebundenen Zust�anden die Argumente der Whit	
takerfunktion komplexwertig sind� Um diese L�osungsformeln zu realisieren� mu�te deshalb
im Rahmen dieser Diplomarbeit eine FORTRAN	Routine geschrieben werden� welche die
Whittakerfunktion f�ur reelle und komplexe Argumente berechnet �N�aheres dazu im An	
hang��

Diese o�a� Formeln sind noch nicht die endg�ultigen L�osungsformeln f�ur den Bereich r � r��
man erh�alt sie jedoch �uber die Einf�uhrung der folgenden Funktionen�

G��r� � Im �
�
G �r�� � F��r� � Im �

�
F �r�� �

G��r� � Re �
�
G �r�� � F��r� � Re �

�
F �r��

Die Eigenfunktionen F �r� und G�r� der radialen Dirac	Gleichung f�ur den Bereich r � r�
lauten nun�

G�r� � G��r� cos ��E� �G��r� sin ��E�
F �r� � F��r� cos ��E� � F��r� sin ��E�

������

��� Diskussion der relativistischen Quantendefekt�

Methode
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Man erkennt in den Abbildungen  und �� da� die relativistischen Quantendefekte dassel	
be Verhalten wie die nicht	relativistischen aufweisen� allerdings sind die relativistischen
Quantendefekte� wie schon in Abschnitt ����� erw�ahnt wurde� immer kleiner als die ent	
sprechenden nicht	relativistischen Werte�

Das entspricht auch eher dem Sinn eines Quantendefektes� da er prinzipiell nur die Mo	
di�kation des Kernfeldes durch die inneren Elektronen beschreiben und keine weiteren
E�ekte� wie z�B� die Spin	Bahn	Wechselwirkung� beinhalten soll�
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Die Abbildungen zeigen ebenfalls deutlich� da� sich die relativistischen Quantendefekte
der beiden Feinstrukturkomponenten j � l� �

�
nicht unterscheiden� was best�atigt� da� die

Feinstrukturaufspaltung in den relativistischen Quantendefekten mitber�ucksichtigt ist�

Bei einer Extrapolation der Quantendefekte in den Bereich positiver Energien bleibt wie	
der das Abknicken der Quantendefekte f�ur E � � unber�ucksichtigt� In den Abbildungen
ist jeweils die Extrapolation bis zu E � � eingetragen�



��

Kapitel �

Die Scaled Thomas�Fermi�Methode

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurde ein Computerprogramm zur Berechnung der ra	
dialen Wellenfunktionen F �r� und G�r� entwickelt� Dazu wurden die Ergebnisse der re	
lativistischen Quantendefekt	Methode und die Theorie des Thomas	Fermi
Atommodells
bzw� des Thomas	Fermi	Dirac
Atommodells verwendet� Die Idee zu dieser Arbeit geht
zur�uck auf einen Artikel von Stewart und Rotenberg aus dem Jahre ���� �Ref������
In dieser Arbeit wird eine Methode vorgestellt� wie sich mit Hilfe eines skalierten
Thomas	Fermi
Potentials Oszillatorenst�arken berechnen lassen� Allerdings werden in
dieser Arbeit auch nur gebundene Zust�ande behandelt� Zum Vergleich der relativisti	
schen Wellenfunktionen bzw� �Ubergangswahrscheinlichkeiten mit den entsprechenden
nicht	relativistischen stand ein FORTRAN	Computerprogramm zur Verf�ugung� welches
die Schr�odinger	Gleichung nach genau dieser Methode f�ur gebundene und ungebundene
Zust�ande l�ost�

In diesem Kapitel sollen nun die relativistische Scaled Thomas	Fermi
Methode und
gleichzeitig das neuentwickelte Computerprogramm vorgestellt werden�


�� Das Runge�Kutta�Merson�Verfahren

Zuerst ist es notwendig ein Verfahren zu �nden� welches ein System von zwei linearen
Di�erentialgleichungen ��Ordnung integriert� Daf�ur hat sich das Runge	Kutta	Merson

Verfahren bew�ahrt� Es handelt sich dabei um ein Runge	Kutta
Verfahren ��Ordnung
mit einem Algorithmus� der die Schrittweite der Integration selbst�andig korrigiert� Dieses
Verfahren wird ebenfalls dazu verwendet� die Thomas	Fermi
Gleichung zu integrieren�


�� Reines Coulomb�Potential

Bevor das Thomas	Fermi
Potential in die Dirac	Gleichung eingebaut wird� ist das reine
Coulomb	Potential von Interesse� Um die Integrationsroutine testen zu k�onnen� werden
die L�osungen der radialen Dirac	Gleichung f�ur eine reines Coulomb	Potential mit Hil	
fe der L�osungsformeln von Bethe �Ref����� direkt programmiert� Die Wellenfunktionen�
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die man dann �uber die numerische Intergration erh�alt� werden mit den L�osungsformeln
verglichen� Erst wenn beide Ergebnisse �ubereinstimmen� kann man sicher sein� da� die
Integrationsroutine korrekt arbeitet�


�� Das Scaled Thomas�Fermi�Potential

Es wurde eine FORTRAN	Routine geschrieben� welche die in Kapitel � Abschnitt ���
angegebenen L�osungsformeln ������ f�ur den Bereich r � r� berechnet� Da man die asym	
ptotische Entwicklung der Whittaker	Funktion kennt� ist es m�oglich� diese Routine eben	
falls auf das asymptotische Verhalten hin zu �uberpr�ufen� Es wurde zus�atzlich getestet�
ob sich im Grenzfall eines reinen Coulomb	Potentials wieder die L�osungen von Bethe re	
produzieren� Da zur Berechnung der �komplexwertigen� Whittakerfunktion Wkm�z� eine
eigenst�andige FORTRAN	Routine programmiert worden ist� stellen die Rekursionsbezie	
hungen aus dem �Handbook of Mathmatical Functions� �Ref������ eine weitere M�oglich	
keit zur Kontrolle der FORTRAN	Routine dar�

Anschlie�end kann das Thomas	Fermi
Potential in die radiale Dirac	Gleichung eingesetzt
werden� Die Wellenfunktionen� die sich durch numerische Integration der radialen Dirac	
Gleichung ergeben� wurden dann im Bereich r � r� mit den L�osungsformeln ������
verglichen�

Als n�achstes m�ussen die Wellenfunktionen f�ur den Bereich r � r� gefunden werden� Eine
numerische Integration vom Ionenrand nach innen ist in diesem Fall nicht m�oglich� da die
Au�enl�osung eine Linearkombination aus regul�arer und irregul�arer Komponente ist und
somit am Ursprung divergieren w�urde� Aus diesem Grund ist nur eine Integration vom
Ursprung hin zum Ionenrand m�oglich� Dazu ben�otigt man Startwerte f�ur die Integrati	
on� die man z�B� �uber einen Potenzreihenansatz f�ur F �r� und G�r� erhalten kann� Die
Startwerte F ��� � � und G��� � � sind unzul�assig� da die radiale Dirac	Gleichung am
Ursprung eine Singularit�at aufweist� Die vollst�andige Rechnung zum Potenzreihenansatz
�ndet sich im Anhang A���

Nachdem die Integration vom Ursprung bis zum Ionenrand erfolgt ist� m�ussen die Funkti	
onswerte Finnen�r�� und Ginnen�r�� mit den �uber die L�osungsformeln berechneten Werten
Fau�en�r�� und Gau�en�r�� verglichen werden� Da� wie schon in Kapitel � Abschnitt ���
erw�ahnt� der experimentelle Energiewert E

exp
nl nicht unbedingt ein Eigenwert der auf

diese Art und Weise integrierten radialen Dirac	Gleichung sein mu�� passen die Innen	
und die Au�enl�osung i�a� auch nicht zusammen� Um einen Hamilton	Operator zu erhal	
ten� der als Eigenwert das experimentelle Energieniveau hat� mu� der bisher verwendete
Hamilton	Operator 
 also die radiale Dirac	Gleichung 
 modi�ziert werden� Diese Modi	
�kation erfolgt �uber eine Stauchung bzw� Streckung der e�ektiven Kernladung Ze��r�
entlang der r	Achse� Die Stauchung bzw� Streckung wird durch die Einf�uhrung eines soge	
nannten Skalenfaktors erzielt� Die e�ektive Kernladung Ze��r� wird entlang der r	Achse
umskaliert� Somit erh�alt man einen etwas abge�anderten Potentialverlauf�

Die Berechnung der Innenl�osung und die Umskalierung der e�ektiven Kernladung Ze��r�
geschieht nun so lange� bis die Innen	 und die Au�enl�osung zusammenpassen�
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Die Bedingung hierf�ur lautet�

Finnen
�
� N Fau�en

Ginnen
�
� N Gau�en

	W �� FinnenGau�en �GinnenFau�en
�
� �

Um bei dieser Iteration jeweils einen neuen Wert f�ur den Skalenfaktor zu erhalten� be	
trachtet man W 
 die Wronski	Determinante 
 als eine Funktion des Skalenfaktors� deren
Nullstelle es zu bestimmen gilt�


�� Das Computerprogramm

Es soll jetzt eine kurze Beschreibung des Computerprogramms angegeben werden�

� Nach der Eingabe der Kernladung Zkern� der Restladung Zrest und der Anzahl der
Neutronen berechnet das Programm die e�ektive Kernladung Ze��r��

� Es wird abgefragt� ob man Oszillatorenst�arken berechnen m�ochte�

� Danach kann man w�ahlen� in welcher Form man das Energieniveau eingeben will�
Es besteht die M�oglichkeit� es direkt oder aber mit Hilfe der e�ektiven Hauptquan	
tenzahl einzugeben�

� Als n�achstes wird der Endradius der Berechnung von den Wellenfunktionen einge	
geben�

� Dann folgen die f�ur das Energieniveau charakteristischen Gr�o�en�

�� der experimentelle Energiewert�

�� die Hauptquantenzahl n bzw� f�ur ungebundene Zust�ande der extrapolierte
Quantendefekt 
�E��

�� die Bahndrehimpuls	Quantenzahl l�

�� der Gesamtdrehimpuls j�

� Es werden jetzt die exakten L�osungen am Ionenrand r� mit Hilfe der Formeln aus
Kapitel � Abschnitt ��� berechnet und der Skalenfaktor f�ur den ersten Durchlauf
der Iteration auf Eins gesetzt�

� Die L�osungen F �r� und G�r� werden �uber die Potenzreihen f�ur einige Punkte nahe
des Ursprungs berechnet�

� Es startet die numerische Integration vom Ursprung bis hin zum Ionenrand� wobei
in der radialen Dirac	Gleichung das skalierte Thomas	Fermi
Potential auftritt�

� Die Innenl�osung wird mit der Au�enl�osung verglichen� Stimmen beide nicht �uberein�
so wird der Skalenfaktor nach o�a� Art und Weise modi�ziert� und es startet eine
neue Berechnung der Innenl�osung�



�� Die Scaled Thomas�Fermi�Methode

� Wenn Innen	 und Au�enl�osung �ubereinstimmen� wird die Au�enl�osung bis zum
Endradius berechnet� Im Falle gebundener Zust�ande geschieht dies mit Hilfe der
L�osungsformel ������� F�ur ungebundene Zust�ande erfolgt die Berechnung ebenfalls
durch numerische Integration der radialen Dirac	Gleichung�

� Die L�osungen werden normiert und zur Berechnung der Oszillatorenst�arken ver	
wendet�


�
 Diskussion der Scaled Thomas�Fermi�Methode

Die Scaled Thomas	Fermi
Methode bedient sich der Idee des Thomas	Fermi

Atommodells �bzw� des Thomas	Fermi	Dirac
Modells�� Im Gegensatz zu der Arbeit von
Stewart und Rotenberg �Ref����� werden zur Berechnung der Wellenfunktionen weiter	
hin die Ergebnisse der relativistischen Quantendefekt	Theorie benutzt� Der Hamilton	
Operator� also die radiale Dirac	Gleichung� wird dabei mit Hilfe eines Skalenfaktors in der
e�ektiven Kernladung an die experimentellen Energie	Eigenwerte angepa�t� Auf diesem
Wege gewinnt man Wellenfunktionen� die erstens alle relativistischen E�ekte beinhalten
und zweitens G�ultigkeit f�ur alle r besitzen� Die Berechnung von z�B� Oszillatorenst�arken
unterscheidet sich dann von den anderen Methoden �z�B� Bates und Damgaard� Seaton�
dadurch� da� auch die Bereiche r � r� den korrekten Beitrag zum radialen Matrixelement
liefern� Inwieweit dieser Beitrag wirklich relevant ist� wird die Auswertung der Ergebnisse
in Kapitel � zeigen�

Die Scaled Thomas	Fermi
Methode ist durch all die Faktoren eingeschr�ankt� die schon
bei der Behandlung der anderen Methoden auftraten� Somit eignet sich diese Methode
am besten zur Behandlung von Atomen� bei denen sich das Leuchtelektron au�erhalb
geschlossener Schalen bewegt�

Wie schon in Kapitel � erw�ahnt� eignen sich zur Berechnung schwerer Atome� die im Falle
hoher Ionisationsgrade mit Hilfe der relativistischen Quantenmechanik berechnet werden
m�ussen� besonders gut f�ur das Thomas	Fermi
Atommodell� Somit sollte das relativisti	
sche Scaled Thomas	Fermi
Verfahren gerade f�ur diese Systeme die korrekten Wellenfunk	
tionen liefern�

Die beiden Abbildungen �� und �� zeigen� da� die Skalenfaktoren ein �ahnliches Verhalten
wie die Quantendefekte aufweisen� Auch sie lassen sich zu Energien E � � extrapolieren�
wobei ebenfalls der unsichere Bereich E � � unber�ucksichtigt bleibt �vgl� Abb�����

Ebenso verdeutlicht Abb���� da� sich die Skalenfaktoren der beiden Serien f�ur j � l � �
�

genau wie die Quantendefekte kaum unterscheiden�



��� Diskussion der Scaled Thomas�Fermi�Methode ��
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�� Ergebnisse



��� Gebundene Zust�ande ��

Kapitel 	

Ergebnisse

In diesem Kapitel sollen die Ergebnisse� welche mit dem neuentwickelten Computerpro	
gramm erzielt worden sind� vorgestellt werden� Dazu �ndet ein direkter Vergleich mit
den entsprechenden nicht	relativistischen Gr�o�en und den Berechnungen aus anderen
Arbeiten statt�

��� Gebundene Zust�ande

F�ur gebundene Zust�ande gab es die M�oglichkeit� die mit Hilfe der relativistischen
Wellenfunktionen berechneten Oszillatorenst�arken mit den Ergebnissen anderer Arbei	
ten �Ref� ���� 	 ����� zu vergleichen� Diese Arbeiten basieren gr�o�tenteils ebenfalls
auf der relativistischen Quantenmechanik und bedienen sich der Idee der Coulomb	
Approximation� Der Vergleich zeigt eine vollst�andige �Ubereinstimmung der selbstbe	
rechneten Werte mit den Literaturwerten� Das kann als eine erneute Best�atigung der
Quantendefekt	Methode bzw� der Coulomb	Approximation angesehen werden� Die Be	
trachtung unterschiedlicher semiempirischer Potentiale hat keine Auswirkungen auf die
Berechung der Wellenfunktionen� sie sind relativ stabil gegen�uber �Anderungen des Po	
tentials� Gerade hier liegt der gro�e Vorteil dieser Methode� Die Gr�o�en� die man mit den
Wellenfunktionen berechnen will �z�B� �Ubergangswahrscheinlichkeiten�� reagieren emp	
�ndlich auf �Anderungen der Wellenfunktionen in den Au�enbereichen� Andere� nicht
semiempirische Verfahren zur L�osung der Schr�odinger	 bzw� Dirac	Gleichung �z�B� das
Hatree	Fock	Verfahren� liefern zwar sehr gute Energie	Eigenwerte� aber die Wellenfunk	
tionen zeigen nicht unbedingt das korrekte Verhalten� Zus�atzlich zur h�oheren Genauigkeit
sind semiempirische Verfahren auch erheblicher schneller�

Zum direkten Vergleich beliebiger� selbstberechneter Werte mit den entsprechenden nicht	
relativistischen Gr�o�en stand ein Computerprogramm zur Verf�ugung� welches auf der Idee
der nicht	relativistischen Scaled	Thomas	Fermi
Methode basiert� Es wurden f�ur mehrere
isoelektronische Sequenzen von Atomen mit Alkalikon�guration die Quantendefekte� die
Skalenfaktoren und die radialen Matrixelemente berechnet�



�� Ergebnisse

Eine denkbare Sequenz ist z�B� Lii� Beii� Biii� Civ� Nv usw� An dieser Stelle sollen die
bei dem Vergleich erzielten Ergebnissen exemplarisch an Nv vorgestellt werden� da f�ur
dieses System die Ergebnisse besonders deutlich hervortreten�

���� Quantendefekte

Die beiden Abb� �� und �� zeigen� da� sich relativistische und nicht	relativistische Quan	
tendefekte unterscheiden� Zwar zeigen beide entlang einer Spektralserie dasselbe Verhal	
ten� jedoch sind die relativistischen Quantendefekte immer kleiner als die entsprechenden
nicht	relativistischen� Das erkl�art sich dadurch� da� die De�nition des relativistischen
Quantendefektes auf der Formel f�ur die relativistischen Coulomb	Niveaus ����� basiert�
Diese Formel beschreibt die experimentellen Energieniveaus besser als die entsprechen	
de nicht	relativistische Formel ������ Folglich kann der Quantendefekt im relativistischen
Fall nicht gr�o�er sein� da die Formel ����� nicht so stark wie im nicht	relativistischen
Fall modi�ziert werden mu�� um den experimentellen Energiewert zu liefern�
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Ebenso erkennt man in Abb� ��� da� sich 
 wie schon erw�ahnt 
 die relativistischen
Quantendefekte der Feinstrukturkomponenten j � l � �

�
im Gegensatz zu den nicht	

relativistischen Gr�o�en nicht unterscheiden� was wieder auf die De�nition des relativisti	
schen Quantendefektes zur�uckgef�uhrt werden kann�

Betrachtet man die �Anderung der Quantendefekte mit steigender Drehimpulsquanten	
zahl� so zeigt sich� da� in diesem Fall die Quantendefekte abnehmen �vgl� Abb����� Das
l�a�t sich dadurch verstehen� da� der Innenbereich� in dem die Abweichung vom reinen
Coulomb	Potential wichtig ist� mit steigender Bahndrehimpulsquantenzahl immer mehr
vom repulsiven Zentrifugalpotential dominiert wird�

In Abb��� erkennt man au�erdem� da� man das Abknicken der Quantendefekte f�ur E � �
bei der Extrapolation vernachl�assigen kann� wie es schon in Kapitel � und � erw�ahnt
wurde�



��� Gebundene Zust�ande ��
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�	 Ergebnisse

���� Skalenfaktoren

Der Vergleich der Skalenfaktoren der relativistischen und der nicht	relativistischen Scaled	
Thomas	Fermi
Methode zeigt� da� beide entlang einer Spektralserie ein �ahnliches Verhal	
ten wie die Quantendefekte aufweisen und sich somit in den Bereich E � � extrapolieren
lassen�

In Abb��� erkennt man ebenfalls� da� die relativistischen Skalenfaktoren gr�o�er als die
entsprechenden nicht	relativistischen Werte sind� Diese Tatsache steht im Widerspruch
zu dem erwarteten Ergebnis� zeigt aber gleichzeitig� da� man die Skalenfaktoren als nichts
anderes als Parameter ansehen sollte� welche die semiempirische Berechnung der Wellen	
funktionen erm�oglichen�
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Es wurde erwartet� da� die relativistischen Skalenfaktoren n�aher an Eins liegen als die
nicht	relativistischen� da die Dirac	Gleichung im Gegensatz zu der Schr�odinger	Gleichung
u�a� schon die Spin	Bahn	Wechselwirkungse�ekte ber�ucksichtigt� Somit sollte die Modi	
�kation des Potentials bzw� des Hamilton	Operators durch den Skalenfaktor zumindest
nicht gr�o�er sein als im nicht	relativistischen Fall� Man beobachtet aber genau das Ge	
genteil� In Abschnitt ��� wird nochmals auf die Skalenfaktoren eingegangen� Dort zeigt
sich� da� 
 egal ob relativistische oder nicht	relativistische Rechnung 
 Skalenfaktoren� die
gr�o�er als Eins sind� den Ergebnissen der Thomas	Fermi	Dirac
Theorie widersprechen�
Folglich mu� die Austausch	Wechselwirkung durch andere E�ekte �uberschattet werden�
die daf�ur verantwortlich sind� da� die e�ektive Kernladung �uber den Skalenfaktor nach
au�en gedr�uckt wird�

���� Wellenfunktionen

Vergleicht man die relativistischen und nicht	relativistischen Aufenthaltswahrschein	
lichkeiten miteinander� so �ndet man keine Unterschiede� Abb��� zeigt zum einen
die relativistischen Wellenfunktionen F �r� und G�r� und zum anderen die nicht	



��� Gebundene Zust�ande ��

relativistische Pnl�r�� G�r�� die gro�e Komponente� und Pnl�r� sind dabei nicht zu un	
terscheiden� Abb��� zeigt die relativistische Aufenthaltswahrscheinlichkeit F ��r� �G��r�
sowie die entsprechende nicht	relativistische P �

nl�r�� Die Funktion F �r� ist in diesem Fall
zu klein� als da� man einen Unterschied erkennen k�onnte�
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Folglich stimmen die radialen Matrixelemente relativistischer und nicht	relativistischer
Rechnung �uberein�

Diese Beobachtung wurde f�ur alle Systeme gemacht� die mit Hilfe der vorgestellten Com	
puterprogramme berechnet wurden� Eines der dabei aufgetauchten Probleme ist die Tat	
sache� da� f�ur hochionisierte Atome� die einer relativistischen Berechnung bed�urfen� sehr
wenig experimentell bestimmte Energieniveaus vorliegen�



�
 Ergebnisse

��� Ungebundene Zust�ande

Dieser Abschnitt befa�t sich mit den Ergebissen der Berechnung von Wellenfunktionen
ungebundener Teilchen� Da man bei gebundenen Zust�anden f�ur die betrachteten Atome
keine Unterschiede zwischen relativistischer und nicht	relativistischer Rechnung feststel	
len konnte� sollte man vermuten� da� sich dies auch f�ur niedrige Energien ungebundener
Teilchen so verh�alt�

���� Quantendefekte und Skalenfaktoren

Zur Berechnung der exakten L�osungsformeln f�ur den Bereich r � r� ist es notwendig�
den Quantendefekt aus dem Bereich E � � in den Bereich E � � zu extrapolieren�
Dabei werden Unregelm�a�igkeiten� wie sie z�B� durch Resonanzen oder falsch bestimmte
Ionisationsgrenzen entstehen� nicht ber�ucksichtigt� Somit erh�alt man Quantendefekte� die
sich wie eine direkte Fortsetzung der Quantendefekte der gebundenen Zust�ande verhalten�
Zur Veranschaulichung dient Abb���
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Vergleicht man nun die Skalenfaktoren der ungebundenen Zust�ande E � � mit den
Skalenfaktoren der gebundenen Zust�ande E � �� so zeigt sich� da� auch sie sich ihrem
Verhalten f�ur E � � entsprechend in den Bereich der ungebundenen Zust�ande fortsetzen�
In Abb��� erkennt man diese Abh�angigkeit der Skalenfaktoren von der Energie�

���� Wellenfunktionen

Testrechnungen f�ur die unterschiedlichsten Atome mit Alkalikon�guration haben ge	
zeigt� da� sich f�ur niedrige Energien die relativistischen Wellenfunktionen nicht von
den nicht	relativistischen Wellenfunktionen unterscheiden� Erreichen die freien Elektro	
nen jedoch Geschwindigkeiten� die in die N�ahe der Lichtgeschwindigkeit kommen� so
stellt man eine Phasenverschiebung der relativistischen Wellenfunktionen gegen�uber den



��� Die Austausch�Wechselwirkung ��
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nicht	relativistischen fest� Diese Rechnungen bed�urfen allerdings noch einiger Testverfah	
ren� da im Falle ungebundener Zust�ande numerische Probleme bei der Berechnung der
komplexwertigen Whittaker	Funktion aufgetreten sind� Au�erdem ist es fraglich� ob man
den Quantendefekt zu solch hohen Energien� die mit Elektronengeschwindigkeiten nahe
der Lichtgeschwindigkeit korrespondieren� extrapolieren darf�

��� Die Austausch�Wechselwirkung

In diesem Abschnitt sollen die Ergebnisse vorgestellt werden� die durch die Ber�ucksich	
tigung der Austausch	Wechselwirkung bei der Berechnung der e�ektiven Kernladung
Ze��r� gewonnen worden sind�

���� Die e�ektive Kernladung Ze��r

Benutzt man zur Berechnung der e�ektiven Kernladung Ze��r� die Ergebnisse aus Ka	
pitel � Abschnitt ���� so erkennt man� da� die Ladungsverteilung durch den Austausch	
E�ekt nach innen gezogen wird� Abb��� zeigt zum einen die e�ektive Kernladung� wie
man sie nach der reinen Thomas	Fermi
Theorie erh�alt� und zum anderen die Verteilung
der Kernladung im Thomas	Fermi	Dirac
Fall f�ur Nv�

Die senkrechten Linien markieren jeweils den Ionenrand des Atoms� F�ur h�ohere Ionisa	
tionsgrade wird die Ladungsverteilung immer mehr ins Innere des Atoms gezogen� Der
Ionenrand wird dabei selbstverst�andlich ebenfalls immer kleiner�

���� Die Skalenfaktoren

Benutzt man zur Berechnung der Wellenfunktionen nun die Scaled	Thomas	Fermi	Dirac

Methode� so stellt man fest� da� die Skalenfaktoren gr�o�er als bei der bisher verwendeten



�� Ergebnisse
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Scaled	Thomas	Fermi
Methode sind� Das erkl�art sich dadurch� da� durch die Ber�ucksich	
tigung der Austausch	Wechselwirkung die Ladungsverteilung nach innen gezogen wird�
Dieser E�ekt wird nun durch einen gr�o�eren Skalenfaktor r�uckg�angig gemacht� und im
Ende�ekt erh�alt man wieder ann�ahernd diesselbe e�ektive Kernladung Ze��r�� Dieses
Ergebnis steht im Widerspruch zu der Arbeit von Warner �Ref� ������ Er behauptet�
da� die Skalenfaktoren bei Ber�ucksichtigung der Austausch	Wechselwirkung n�aher an
Eins liegen� Das ist aber nur der Fall� falls der Skalenfaktor� den man ohne Austausch	
Wechselwirkung erh�alt� kleiner als Eins ist� Und selbst dann beobachtet man lediglich eine
Vergr�o�erung des Skalenfaktors� Es wurde nicht beobachtet� da� der Skalenfaktor n�aher
an Eins r�uckt� weil eine Ber�ucksichtigung der Austausch	Wechselwirkung eine bessere
e�ektive Kernladung liefert�

An dieser Tatsache erkennt man� da� die Skalenfaktoren eine reine Hilfsgr�o�e sind� um
einen Hamilton	Operator zu erhalten� der als Eigenwert das experimentell beobachtete
Energieniveau besitzt�

���� Die Wellenfunktionen

Wie schon erw�ahnt� zeigen geringf�ugige �Anderungen des semiempirischen Potentials keine
Auswirkungen auf die Wellenfunktionen� Und genau das wurde auch durch die Berech	
nung der Wellenfunktionen �uber eine Scaled	Thomas	Fermi	Dirac
Methode best�atigt�
Da die Austausch	E�ekte durch einen gr�o�eren Skalenfaktor wieder r�uckg�angig gemacht
werden� stimmen die Hamilton	Operatoren der Scaled Thomas	Fermi
 und der Scaled
Thomas	Fermi	Dirac
Methode �uberein� Folglich erh�alt man vollst�andig identische Wel	
lenfunktionen� wenn man die Austausch	Wechselwirkung in die Rechnung miteinbezieht�



��

Kapitel 


Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurde ein FORTRAN	Computerprogramm entwickelt�
mit dem sich �prinzipiell� f�ur beliebige Atome bzw� Ionen die Wellenfunktionen gebunde	
ner und ungebundener Zust�ande �uber ein semiempirisches Verfahren bestimmen lassen�
Solch ein Programm lag schon vor� jedoch beruht dies auf der nicht	relativistischen Quan	
tenmechanik� F�ur schwere� hochionisierte Atome ist jedoch die Berechnung der Wellen	
funktionen �uber die Dirac	Gleichung unumg�anglich� Folgt man dabei den Arbeiten von
Bates und Damgaard� Seaton u�a�� die auf der Idee der Coulomb	Approximation beruhen�
so emp�ehlt sich zur Berechnung des Potentials die Einf�uhrung einer e�ektiven Kernla	
dung Ze��r�� F�ur das Potential soll dann die folgende Gleichung gelten�

V �r� �
Ze��r�e�

r

Die e�ektive Kernladung selbst wird mit Hilfe des Thomas	Fermi
 bzw� Thomas	Fermi	
Dirac
Atommodells bestimmt� und man erh�alt den folgenden Zusammenhang mit der
Thomas	Fermi
Funktion �TF�u��

Ze��r� � Zkern�TF�u� � Zrest
r

r�

Bei der Ber�ucksichtigung der Austausch	Wechselwirkung erh�alt man einen Zusammen	
hang mit der Thomas	Fermi	Dirac
Funktion �TFD�u�� der wie folgt lautet�

Ze��r� � Zkern�TFD�u� � Zrest
r

r�
� � ��
��e�

r

Da es sich bei der Berechung der Wellenfunktionen um eine semiempirische Methode
handelt� sind die experimentellen Energieniveaus der Ausgangspunkt dieses Verfahrens�
an den die restliche Rechnung angepa�t werden mu�� Somit mu� der Hamilton	Operator

 in diesem Fall die radiale Dirac	Gleichung mit dem o�a� Potentialverlauf 
 dahingehend
modi�ziert werden� da� er als Energie	Eigenwert das experimentelle Niveau liefert� Diese
Modi�kation erfolgt durch die Einf�uhrung eines Skalenfaktors in der e�ektiven Kern	
ladung Ze��r�� Die e�ektive Kernladung wird entlang der r	Achse so lange umskaliert�



�� Zusammenfassung

bis der Eigenwert der Dirac	Gleichung dem experimentellen Energieniveau entspricht�
Auf diesem Wege gewinnt man gleichzeitig die gesuchten Wellenfunktionen� die dann zur
Berechnung von z�B� Oszillatorenst�arken herangezogen werden k�onnen�

Die so erzielten Ergebnisse wurden zum einen mit den entsprechenden nicht	
relativistischen Werten und zum anderen mit den Berechnungen aus anderen Arbeiten
verglichen�

Der Vergleich mit den Ergebnissen anderer relativistischer Arbeiten zeigt keine wesentli	
chen Unterschiede� Diese Tatsache kann als eine Best�atigung der Coulomb	Approximation
verstanden werden� Der exakte Potentialverlauf im Inneren des Atoms ist nicht wesentlich
f�ur die Berechnung der Wellenfunktionen� entscheidend f�ur z�B� Oszillatorenst�arken ist
lediglich das korrekte asymptotische Verhalten� Das erkl�art sich auch dadurch� da� die
Oszillatorenst�arken in erster Linie vom Drehimpuls des am �Ubergang beteiligten Elek	
trons sowie der Energiedi�erenz und nicht so sehr von den Details des Potentials im
Inneren des Atoms abh�angen�

Der Vergleich mit den nicht	relativistischen Werten zeigt ebenfalls keine Unterschiede�
Das mag daran liegen� da� die Leuchtelektronen der betrachteten Systeme noch keine
ausgepr�agt hohen Geschwindigkeiten besitzen� Dabei st�o�t man auf ein Problem� Es liegen
zu wenig experimentell bestimmte Energieniveaus f�ur schwere� hochionisierte Atome vor
�vgl� Ref����� und ������

Der einzige Unterschied� der sich bei der relativistischen Rechnung zeigt� liegt bei den Ska	
lenfaktoren� Entgegen der Erwartung sind die relativistischen Skalenfaktoren gr�o�er als
die entsprechenden nicht	relativistischen Werte� Dieses Ergebnis widerspricht dem Ergeb	
nis der Thomas	Fermi	Dirac
Theorie� die besagt� da� die Ladungsverteilung bei Ber�uck	
sichtigung der Austausch	Wechselwirkung nach innen gezogen wird� Das deutet darauf
hin� da� die Austausch	Wechselwirkung� sowie die Spin	Bahn	Wechselwirkung� durch
andere E�ekte �uberschattet werden� die gerade bei einer relativistischen Betrachtung
deutlich hervortreten� Dieses Ergebnis widerspricht der Arbeit von Warner �Ref�������
in der behauptet wird� da� die Skalenfaktoren bei Ber�ucksichtigung der Austausch	
Wechselwirkung n�aher bei Eins liegen� Es wird aber gerade genau das Gegenteil be	
obachtet�

Diesselben Beobachtungen wiederholen sich bei den ungebundenen Zust�anden� Der Quan	
tendefekt l�ast sich problemlos zu Energien extrapolieren� bei denen noch keine rela	
tivistischen E�ekte in Erscheinung treten� Somit stimmen relativistische und nicht	
relativistische Wellenfunktionen wieder �uberein� Die Skalenfaktoren� die man dann bei
der Berechung gewinnt� entsprechen dabei den Werten� die man �uber eine Extrapola	
tion der Skalenfaktoren der gebundenen Zust�ande erhalten w�urde� sie weisen also das
korrekte Verhalten auf und sind bei relativistischer Rechnung wieder gr�o�er als die nicht	
relativistischen Vergleichswerte�
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Probleme und Ausblick

W�ahrend der Entwicklung und Benutzung des Computerprograms sind nat�urlicherweise
einige Probleme aufgetreten� Die wichtigsten davon sollen an dieser Stelle kurz vorgestellt
werden�

Wie schon erw�ahnt� eignen sich zur Berechnung der Wellenfunktionen mit der STF	
Methode am besten solche Systeme� die eine Alkali	Kon�guration bzw� abgeschlossene
Unterschalen aufweisen� Bei der relativistischen Rechnung ist man aus einem weiteren
Grund auf solche Atome beschr�ankt� In die Dirac	Gleichung geht im Falle einer Ein	
elektronenn�aherung der Gesamtdrehimpuls des Leuchtelektrons ein� F�ur Atome mit ab	
geschlossenen Unterschalen entspricht er gerade dem Gesamtdrehimpuls des Atoms� da
abgeschlossene Schalen keinen Beitrag zum Drehimpuls liefern� Hat man es jedoch mit
einem komplizierteren System zu tun� so ist die Bestimmung des Gesamtdrehimpulses des
Leuchtelektrons ein nicht	triviales Problem� Aus diesem Grunde wurden die Berechungen
bis jetzt auf solche Systeme beschr�ankt� welche die folgenden Bedingungen erf�ullen�

� Das Thomas	Fermi�	Dirac�
Atommodell ist anwendbar�

� Es l�a�t sich f�ur das Leuchtelektron ein eindeutiger Gesamtdrehimpuls bestimmen�

Ein weiteres Problem besteht darin� da� die Skalenfaktoren f�ur die beiden Energieniveaus�
die in die Bestimmung der Oszillatorenst�arke eingehen� unterschiedliche Werte besitzen�
Man betrachtet somit �Uberg�ange zwischen Zust�anden� die zu unterschiedlichen Hamilton	
Operatoren geh�oren� Da die Skalenfaktoren jedoch alle sehr nahe bei Eins liegen� bereitet
dieses Problem keine gr�o�eren Schwierigkeiten�

Eine m�ogliche Fortsetzung dieser Arbeit w�are es� die relativistische Scaled Thomas	Fermi

Methode auf Atome in einem �au�eren Feld anzuwenden�
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Anhang

��� L�osung der Dirac�Gleichung durch Potenzreihen

In diesem Abschnitt soll das System der beiden gekoppelten Dirac	Gleichungen mit Hilfe
eines Potenzreihenansatzes gel�ost werden� Auf diese Art und Weise erh�alt man direkt
die gesuchten Wellenfunktionen F �r� und G�r�� allerdings f�ur einen Bereich nahe des
Ursprungs�

Die erste Gleichung des Systems lautet�

� �
dF

dr
�r�� �

r
F �r��

�
mc

�h
��� ��� �Ze��r�

r

�
G�r�

Die zweite Gleichung erh�alt man durch die Ersetzungen�

�� �� � �� �� � �� �� � F �r�� G�r�

Wir gehen nun zu der Variablen y� � r �uber�

�r � y� � dr � � y dy�

� �
�

�y

dF

dy
�y�� �

y�
F �y��

�
mc

�h
��� ��� �

Ze��r�

y�

�
G�y�

Multiplikation dieser Gleichung mit y� liefert�

� �
y

�

dF

dy
�y�� �F �y��

�
mc

�h
��� �� y� � � Ze��y�

�
G�y�

Untersucht man das Verhalten von F �y� und G�y� am Ursprung� so �ndet man�

F �y� � y�


G�y� � y�
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Somit emp�ehlt sich der folgende Ansatz�

F �y� � y�
 F�y�
G�y� � y�
 G�y�

Das Einsetzen dieses Ansatzes liefert dann die Gleichung�
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�
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F�ur F�y��G�y� und Ze��y� wird jetzt ein Potenzreihenansatz gemacht�

F�y� �
�X
n
�

fn yn � G�y� �
�X
n
�

gn yn � Ze��y� �
�X
n
�

zn yn

Setzt man diese Reihenentwicklungen in die Gleichung ein� so erh�alt man�
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Das Produkt der beiden Summen l�a�t sich wie folgt schreiben�� �X
k
�

zk y
k

�� �X
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gn yn
�
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�
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k
�

gn�k zk

�
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Damit erh�alt man schlie�lich die Gleichung� aus der die Rekursionsformeln f�ur fn und gn
gewonnen werden k�onnen�
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Auf Grund der linearen Unabh�angigkeit von yn und y�n erh�alt man nun die folgenden
Rekursionsformeln f�ur die Koe�zienten fn und gn�

n � � � � � �� � ��f� � �z�g�
� � �� � ��g� � �z�f�

n � � � � � �� � ��
�

�
�f� � ��z�g� � z�g��

� � �� � ��
�

�
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n
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�
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� � �� � ��
n

�
�gn � �
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k
�
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�
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Dabei wurde benutzt� da� mc
�h
� �

	
gilt�

Diese Rekursionsformeln sind allerdings noch nicht zur Berechung der gesuchten Koef	
�zienten geeignet� Sie m�ussen noch in eine andere Form gebracht werden� und zwar so�
da� man die Koe�zienten fn und gn direkt durch R�uckf�uhrung auf die Koe�zienten
fn�� �fn�� ���� �gn�� �gn�� ���� berechnen kann�
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�
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�

Diese Formeln wurden im Computerprogramm realisiert�

Da in die Rekursionsformeln die Koe�zienten der Reihenentwicklung von Ze��y� einge	
hen� m�ussen diese vor der Berechnung der fn und gn bestimmt werden� das geschieht im
n�achsten Abschnitt�

��� Potenzreihenansatz f�ur Ze��y�

In Kapitel � wurde in Abschnitt ����� der Zusammenhang der e�ektiven Kernladung
Ze��r� mit der Thomas	Fermi
Funktion ��u� gezeigt�

Ze��r� � Zkern��u� � Zrest
r

r�
� mit u �

r

s a� b
�����

s ist dabei der Skalenfaktor� mit dem die e�ektive Kernladung skaliert wird�

Die FORTRAN	Routine zur Berechnung dieser e�ektiven Kernladung liefert� wie in Ka	
pitel � Abschnitt ��� erw�ahnt� f�ur ��u� ebenfalls die Koe�zienten an einer Reihenent	
wicklung�

��u� � f�v� �
�X
n
�

anv
n � mit v� � u �����

F�ur Ze��r� wird nun auch ein Potenzreihenansatz gemacht�

Ze��y�
�
�

�X
n
�

zny
n � mit y� �

r

s
�����

Im folgenden sollen die Koe�zienten zn auf die Koe�zienten an zur�uckgef�uhrt werden�
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Ze��u� � Zkern��u� � Zrest
u
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F�ur die Koe�zienten zn gilt dann also�
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n
�

an �
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�n� �����

��� Die Thomas�Fermi�Dirac�Gleichung

In Kapitel � wurde die Thomas	Fermi	Dirac
Gleichung hergeleitet�

����u� � u

�
�
s
��u�

u
� 

�
A
	

Da die FORTRAN	Routine zur Berechnung der Funktion ��u� ein System von zwei Dif	
ferentialgleichungen ��Ordnung f�ur die Funktion f�v� � ��u� �mit u � v�� numerisch
integriert� mu� im Thomas	Fermi	Dirac
Fall solch ein System programmiert werden� das
der Thomas	Fermi	Dirac
GLeichung entspricht� Dazu wird zuerst die Transformation auf
die Funktion f�v� durchgef�uhrt� Man erh�alt dann die Di�erentialgleichung�
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mit den Randbedingungen�
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� �q

Diese Di�erentialgleichung ��Ordnung l�a�t sich wie folgt in ein System aus zwei Di�eren	
tialgleichungen ��Ordnung zerlegen�

f� � f

f� � �
v
f ��

�� f �� � vf�
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p
f� � v�	
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mit den Randbedingungen�
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�

��
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v��

Die FORTRAN	Routine arbeitet nun mit diesem System nach genau demselben Schema
wie im reinen Thomas	Fermi
Fall�

Da die FORTRAN	Routine zus�atzlich zu den Funktionswerten von f�v� auch die Koef	

�zienten der Reihenentwicklung von f�v� �
�P
n
�

anv
n mit Hilfe von Rekursionsformeln

liefert� m�ussen diese ebenfalls neu berechnet werden� Dazu wird zur L�osung der Gl� �����
wieder ein Potenzreihenansatz gemacht�

f�v� �
�X
n
�

anv
v

Da die e�ektive Kernladung Ze��r� nur f�ur kleine Kernabst�ande mit einer Reihenent	
wicklung berechnet werden soll� kann man in der Di�erentialgleichung Terme h�oherer
Ordnung vernachl�assigen�

Die gen�aherte Di�erentialgleichung lautet in diesem Fall�

� � v
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f
�
� wird ebenfalls in eine Potenzreihe entwickelt�
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Setzt man diese Ans�atze in die gen�aherte Di�erentialgleichung ����� ein� so erh�alt man�
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Die Rekursionsformeln lauten dann�

�� a� � �frei w�ahlbar�
�� a� � �
�� a� � �frei w�ahlbar�

�� an�	 �
�cn � ��an��
�n� ���n� ��

Vergleicht man die �uber diese �n�aherungsweise korrekten� Rekursionsformeln berechnete
Funktion fTFD�v� mit der Funktion fTF�v� aus der Thomas	Fermi
Theorie� so erkennt
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man in den Bereichen f�ur r� die bei der Berechnung der e�ektiven Kernladung Ze��r� mit
der Potenzreihe entscheidend sind� keinen Unterschied� Deshalb ist eine Unterscheidung
bei der Berechnung der Koe�zienten an im Thomas	Fermi
 bzw� im Thomas	Fermi	
Dirac
Fall nicht notwendig�

��� R�uckf�uhrung von Wk�m�z� auf M�a� b� z�

Die komplexwertige Funktion Wk�m�z� l�a�t sich auf die Funktion M�a� b� z� zur�uckf�uhren
�Ref�������
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M�a� b� z� wird dabei mit Hilfe einer Reihenentwicklung berechnet�
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b
z �
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z�

�#
�
a�a � ���a� ��
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�#
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Diese Formeln gelten f�ur alle a� b� z � C� Die Berechnung der L�osungen ������ erfolgt
�uber diese Formeln�
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