Métodos numéricos Sistemas no lineales

Sistemas de ecuaciones no lineales
Método de Newton-Raphson y método de Broyden

Apuntes de clase: formulacion, interpretacion, algoritmos y ejemplo

1 El problema

Consideremos un sistema de M ecuaciones no lineales con M incégnitas,

fl(l‘l,...,xM):O, ceey fM(.'El,...,.’ITM)ZO.

Es conveniente escribirlo en forma vectorial:

1 fi(z)
fl®)=0, x=1|: |, [fl@)= :
M fu(z)
El objetivo es construir una sucesion 2@ 21 que se acerque a una raiz «* del sistema.

Idea comutn. Tanto Newton como Broyden reemplazan localmente el problema no
lineal por uno lineal. La diferencia esencial es como obtienen la matriz que describe
esa linealizacion: Newton calcula la Jacobiana; Broyden la aproxima y la actualiza de
iteracién en iteracion.

2 Método de Newton-Raphson en varias dimensiones

2.1 De la linealizacién a la iteraciéon

Cerca de un punto (™, el desarrollo de Taylor de primer orden es
f@™ + Az) ~ f™) + J(z™) Az,

donde J es la matriz Jacobiana,

ofh ... Bh

J(;c):(afi>M Y
9zj ) ; i1 ofy . Ofu

8I1 61M

Pedimos que la aproximacion lineal se anule. Asi,

Formalmente, si J es invertible,

(D) — L) _ J(x(”))*lf(x(”)) i

Importante en la practica. No se debe calcular explicitamente J~!. En cada iteracién
se resuelve el sistema lineal J Ax = — f, por ejemplo mediante una factorizacion LU, y
después se actualiza .
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2.2 Algoritmo

1. Elegir un punto inicial (¥ y una tolerancia e.
Evaluar f(z™) y J(z™).
Resolver J(z(™)Az™ = — f(z™).

Actualizar (") = 2 + Az

AT

Detener el proceso cuando el paso y/o el residuo sean suficientemente pequenios, por ejemplo

JAe | < ep(1+ [l D), [F@ )| <<y

Usar ambos criterios es mas seguro que vigilar dnicamente el cambio entre iteraciones: un paso
pequeno no garantiza por si solo que el residuo sea pequeno.

2.3 Convergencia y dificultades

Si f es suficientemente regular, la raiz es simple y el punto inicial esta suficientemente cerca de
ella, Newton presenta tipicamente convergencia cuadratica: una vez en el régimen asintotico, el
error decrece aproximadamente como el cuadrado del error anterior. Sin embargo, el método puede
fallar o comportarse mal si el punto inicial es inadecuado, si la Jacobiana es singular o estd mal
condicionada, o si el sistema conduce la iteracion lejos de la raiz deseada.

3 Ejemplo: un sistema de dos ecuaciones

Consideremos
x%—l—llx% -9=0, 20 — a 1)T'
—2522 + 1022 + 25 = 0, ’
Definimos ) )
B x] +4x5 -9 . 211 8xo
Fla) = (—2595% +102,425) 7@ = ls0e 10 )

En 2 = (1,1)7,
F(1,1) = ({5‘) J,1) = <_250 180>‘

El primer paso se obtiene resolviendo

2 8\ (Az\ [ 4
~50 10) \Azy) ~ \-10)"
2/17 19/17 1.11765
0) _ (1 _ ~
Aw <8/17) T (25/17) (1.47059) '

Repetimos exactamente el mismo proceso: nueva funcién, nueva Jacobiana, nuevo sistema lineal.
La tabla muestra la convergencia desde (1,1):

de donde

n 2" ) @)l
0 1.000000 1.000000 10.770330
1 1.117647 1.470588 3.081306
2 1.058636 1.301483 0.301585
3 1.057145 1.293968 0.000290
4 1.057144 1.293965 2.73 x 10710
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Por tanto, esta elecciéon inicial converge rdpidamente a la raiz aproximada

x* ~ (1.057144, 1.293965)7 .

4 Meétodos cuasi-Newton: motivacion

Para sistemas grandes o funciones costosas, construir la Jacobiana en cada paso puede resultar caro.
Los métodos cuasi-Newton sustituyen J(m(")) por una aproximaciéon AM) que se mejora mediante
la informacion adquirida durante las iteraciones. Broyden es la extensiéon multidimensional natural
de la idea de la secante.

5 Meétodo de Broyden

5.1 Recordatorio: secante en una dimensién

En una dimensién, Newton utiliza f’ (:E(")). La secante reemplaza esta derivada por

A f@) = f(z"D)

x(”) — ;1;(”*1)

y calcula

2t — (n) [A(n)]—lf(x(n)),

La informacién de dos puntos permite, por tanto, evitar la evaluacion explicita de la derivada.

5.2 La condicion de secante multidimensional

Definamos
s — p(n) _ w(n*1)7 y(n) — f(a:(”)) _ f(w(nfl)).

Una aproximacion razonable A a la Jacobiana debe reproducir el cambio observado de la funcion
en la direccién del ultimo desplazamiento:

A M) — |

Esta es la condiciéon de secante. En varias dimensiones no determina de forma tnica todos los
elementos de A por lo que necesitamos ademés una regla que altere lo menos posible la estimacion
anterior.

5.3 Actualizacién de Broyden

La actualizacion clasica, de rango uno, es

(y(n) — A(n_l)s(n)) [s(n)]T

(n) — Aln-1)
AT = AT PRI

El vector y(™ — A= () mide cuanto se equivoco la antigua aproximacién al predecir el cambio
real de f. El producto exterior corrige A precisamente en la direccién para la que acabamos de
obtener nueva informacion.

Es facil comprobar la condicién de secante multiplicando por s(™):
A gn) — p(n=1) g(n) 4 (y(n) _ A(nfl)s(n)) =y,

Para M =1, la formula se reduce exactamente a la pendiente de la secante.
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5.4 Algoritmo practico

Una forma clara de organizar el método es:

1.

S ot e WD

Si [s(”)}Ts(”) es extremadamente pequeno, la actualizacion requiere cuidado numérico; en una im-

Elegir 2 y una matriz inicial A(®). Si est4 disponible y su coste inicial es aceptable, una

eleccion habitual es A©) = J(x(©).

Resolver AM Az = — f(z(™),

Actualizar (") = () + Ag®),

Caleular sV = g+ — g() y 40+ = f(z(+D)) — p(zM),

Actualizar A™Y con la formula de Broyden.

Comprobar la convergencia y repetir si es necesario.

plementacion robusta puede ser conveniente reiniciar A mediante una nueva Jacobiana.

6 Newton frente a Broyden

Newton

Broyden

Matriz usada

Derivadas
Coste  por it-
eracion

Convergencia local

Ventaja principal

Riesgo practico

Jacobiana exacta J(x(™)
Necesarias en cada iteraciéon

Puede ser elevado si formar J
es costoso

Tipicamente cuadratica bajo
hipotesis estandar

Rapidez cerca de una raiz sim-
ple

Jacobiana singular /mal condi-
cionada o costosa

Aproximacion A™ a la Jaco-
biana

No necesariamente después de
inicializar

Reduce el coste de actualizar
la matriz

Tipicamente superlineal bajo
hipotesis apropiadas
Evita recalcular
completas

derivadas

La aproximaciéon puede dete-
riorarse y requerir reinicio

7 Resumen operativo

Newton: linealizar con la Jacobiana exacta, resolver el sistema lineal y corregir la
estimacion.

Broyden: hacer el mismo tipo de paso, pero sustituir la Jacobiana por una matriz
aproximada que aprende del ultimo desplazamiento y del cambio observado en la funcién.
En ambos casos: resolver sistemas lineales en lugar de formar inversas explicitas,

controlar tanto el tamafio del paso como el residuo y vigilar el condicionamiento de la
matriz usada.



