Ecuaciones Lineales. Método LU.
Ax = b se factoriza A de la forma A = LU, donde L y U son dos matrices
triangulares.

Lz=b
Uxr ==z
Para mayor claridad describimos el método con un ejemplo genérico de un sistema
con 4 ecuaciones y 4 incognitas.
Obencién de L y U.

Ay A Aig Au 1 0 0 0 Un U Uiz Uy
A — Agp Agy Ay Agy _ Ly 1 0 0 0 Up Uy Uy
Aszp Ay Asz Az L3y Lyp 1 0 0 0 Us U
Ay A A Au Lyw Ly Lys 1 0 0 0 Upn
FilaL % Columna U
1 * 1 = U11 = All
1 * 2 = U12 = A12
1 * 3 = U13 = A13
1 * 4 = U14 = A14
= Ulj = Alj
2 1 = Ly = g7 An
2 * 2 = UQQ = AQQ — L21U12
2 * 3 = U23 = A23 — L21U13
2 * 4 = U24 :A24_L21U14
= Ugj = Agj — LglUlj
3 * 1 = L31 = ULHA?’l
3 * 2 = ng = ULQQ(A?)Q — L31U12)
3 * 3 =  Uss = Asg — (L31Usz + L3aUss)
3 * 4 = Usy = Asy — (L31Ura + L3zUsy)
= Us; = Asj — 02 LarUsj
4 * 1 = L41 = UL1A41
4 * 2 = L42 = U_Q(A42 — L41U12)
4 * 3 = Liz = g (Az — LanUsz — LaoUss)
4 * 4 = Up = Ay — (LinUrg + LypUss + LazUsy)

De aqui inducimos para el caso general:

i—1

Uj=Ai; =Y LUy 1<) ; Uj=0i>}

k=1
1 =
Lij=7—(Aiy = > LaUy) 1> 5 Ly=0i<j; Li=1
JJ k=1

Lz=1b

Ax:b:LUx:bé{
Ur ==z



1 0 0
Loy 1 0

Lz=b=
- Ly Ly 1
L41 L42 L43

1 = b1

L2121 + 9 = bg

L3121 + Lapzp + 23 = b3

Lyyz1 + Lygzy + Lyzzg + 24 = by

_— o O O

21 by

22 o by
z3 b3
Z4 by

= 2y =0by— Loz
= 23 =0bg — (L3121 + L3229)
= 24 = b4 — (L4121 + L4222 + L4323)

De aqui inducimos para el caso general de n ecuaciones con n incégnitas:

i—1
21 = b1 R = bz —ZLZ‘]'Z]'
=1

Un U U
. 0 Uz Uss
Ur=z= 0 0 Uss
0 0 0
Upy = 24

Usswg + Usyy = 23
Usoxg + Usgxs + Ugyxy = 29
Unxy + Uipxg + Urszs + Upgzy = 2

1
€Ty = —(21 — Uy — Urzwg — U145754)
U1

R

xy 21
X2 . 22
T3 <3
Ty 24
Ty = U%4424
T3 = @(23 - U34334)
Ty = U—QQ(ZQ — Uy — U24$4)

De aqui inducimos para el caso general de n ecuaciones con n incégnitas:

L1
U

K22

€T, =

(zi

— > Uyay)

j=i+1



Ejemplo.

Ar =1b ; A(

1. Factorizacion A = LU.

0 3 = Lgl 1 0 0 UQQ Ugg
4 11 LSl L32 1 O O U33

[gualando términos obtenemos:

1 0 0 9 1 1
L=|2/9 1 0| ;U=]|0 8/9 259
1/3 99/264 1 0 0 9625

2. Resolucién de Lz = b.

1 0 0\ /= 10 10
2/9 1 0 ||z |=|19]|=2=| 151/9
1/3 99/264 1 23 0 ~9.625

3. Resolucién de Ux = z.

9 1 1 7 10 1
0 88/9 25/9 z | = 1519 | =z=]| 2
0 0 9625 ) \ z3 ~9.625 ~1

w N O
—_

Ejercicio.



Resumen de férmulas.
Ax = b se factoriza A de la forma A = LU, donde L y U son dos matrices
triangulares.

Ax:b:LUx:bé{ Lz=b
Ur =z
Los indices i, j,k = 0,...,n — 1 cuando se programe en C+-+.
Sii <y
i—1
Lij=0; Uj=Ay;— Laly
k=0
Sii=j
i—1

k=0

Sii> g
1 il
Uyj=0 5 Liy=5—(Ay = > Lulk) ;
Jj k=0
i—l 1 1 n—1
20="0by ; 2z =0b;— ZLiij 7 Tn—1 U Zn—1 5, L= U_(Zz - Z Uz‘j%‘)
=0 n—1n—1 1 j=i+1



Resumen de férmulas.
Ax = b se factoriza A de la forma A = LU, donde L y U son dos matrices

triangulares.

A:r:b:>LU:r:b:>{ Lz=b
Ur =z
Los indices i, j,k = 0,...,n — 1 cuando se programe en C++.
Sii<j
i—1
Lij=0; Uj=Ay- Z Lix Uy
k=0
Sii=j
i—1
Li=1; Uij = Aij - Z LikUkj
k=0
Sii>j
1 T
Uj=0; Lj= U_(Aij - Z LiUyj)
Jj k=0
1—1 1 1 n—1
20="by ; 2z =0b— ZLijzj T i Zn—1 5 Ty = U_(Zz - Z Uz'jl"j)
j=0 n—1ln—1 1 j=i+1



Método de Jacobi
Ejemplo del método de Jacobi para resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales.

1
91+ 290+ 23 =10 — x4 :§(10—(E2—£E3)
1
201 + 1029 + 323 =19 =— x5 = 1—0(19 — 2x1 — 3x3)

1
3r1 +4xo+ 113 =0 = 23 =—(0— 3z — 4x9)

11

Formula para la iteracién:

A = 10— i 46

o) = 119 — 22V — 32{Y)

xgk) = ﬁ(O — ngk_l) — 4x§k_1))

Valor inicial: z\” = 0,2{”) = 0,2{") =0

float double

k a:gk) x(Qk) xék) a:gk) x(Qk) x;gk)
1] 1.111 1.900 000 | 1.111  1.900 .000
2| .900 1.678 -994| 900 1.678 -.994
31.035 2.018 -856|1.035 2.018 -.856
4| 982 1.950 -1.016 | .982 1.950 -1.016
51 1.007 2.008 -.977 | 1.007 2.008 -.977
6| 996 1.992 -1.005| .996 1.992 -1.005
711.002 2.002 -.996 | 1.002 2.002 -.996
81 .999 1.998 -1.001| .999 1.998 -1.001

91.000 2.001 -.999 | 1.000 2.001 -.999
10 | 1.000 2.000 -1.000 | 1.000 2.000 -1.000
11 | 1.000 2.000 -1.000 | 1.000 2.000 -1.000
12 | 1.000 2.000 -1.000 | 1.000 2.000 -1.000
13 | 1.000 2.000 -1.000 | 1.000 2.000 -1.000
14 | 1.000 2.000 -1.000 | 1.000 2.000 -1.000
15 | 1.000 2.000 -1.000 | 1.000 2.000 -1.000

1



Solucion exactas

9 1 1 10
Ar=b=1x= A1) donde: A= 2 10 3 b=1 19

3 4 11 0
98 -7 =7
det A=847 A7!= é ( —-13 96 —25 )
—-22 =33 88

1
xr=A"1h= 2
—1



Método de Jacobi.
Ejemplo:

Ir1+ 20+ 23=10 — 9$1:<10—$2—IL’3)
201 + 10294+ 323 =19 — 1025 = (19 —2x1 — 3%’3)
31 + 4xo + llz3 =0 = 1llx3= (0 —3xr1 — 41’2)

Si la ecuacion es Ax = b, lo anterior seria como escribir:

Anzy = (bl — Ajoxg — A139€3)
Agoxy = (b2 — Agyzy — A23l’3)
Aszxy = (53 — Asyzy — A325€2)

Formula de iteracién:

Ca® =b+ (C — Azt

Cax=b+(C— Az

Cz*) —b_|_(C A) (k—1 :>C(Q;—:c(k) (C — A)(x — (k= 1))

= (v —2W) = ( A4)

= (v —2W) = ( )(w )

= (z—z™) = (1- )’“(w )

= ||z — 2®)|| = H(l CTI A (@ — 20)|
= [l(z — =@ < [I(1 — C7LA)|[||(= xO)H
= [l(z — 2@ < (1 = CHA) ¥l — 2°)]

Si |1 — C~1A]| < 1 entonces ||(z — 2®)|| — 0 cuando k — oo

Qué tipo de matrices cumplen la condiciéon de convergencia ?

3



1 00 1/A11 0 0 All A12 A13
1—0_114 - O 1 O - O 1/A22 O A21 A22 A23 -
0 0 1 0 0 1/A33 A31 A32 A33

100 1 Aa/An Az/An 0 Ara/An Awz/An
01 0 |—[ Ax/Ax 1 Agz/Aga | = | An/As 0 Agz /A
0 01

Asi[Ass Asg/Ass 1 Asy [Ass Asg/Ass 0

[1-C 7' Allsup = sup( (|Ara|+|A1s])/|Aul, (|As1|+|A2s])/[Aze], (|Asi]+]As2])/|Ass|)

A diagonal dominante.

Otra norma véalida: norma cuadratica o norma de Frobenius.

11— C Ally = /(A% + A%) /A% + (A3 + As) /Ay + (A% + AZy) /A,

Algoritmo de Jacobi.

if (convergencia asegurada)

a) __
'T( ) = Zinicial

Obtener x
Cr=b+ (C— A)z@
while(||z — 2@|| > €)

2@ =g

Obtener x

Cz=b+(C— A)z®



Propiedad.En (R", || [|sup) » [|All = sup;_y,, 27—, [As| , donde A;; es la
matriz asociada al operador en la base canodnica.
Dem.

1)

HAH = Sup)z||=1 | AZ|

h= AL, |[h]| = sup_y,, Al
hi =300y Aijg = [hi| = | 72 Ay
< o Ayl < 325 [Ay)
2)
[A[l = sup [[AZ]| = || Ad]
lI#]/=1
para cierto vector @ / [|w|| =1

n n
| Adi|| = m?X’ZAijwj| > | Apjw;]
j=1

J=1

Elijamos @ / w; =1si Ay; >0y wj = —1si Ay; <0
Entonces:

n n
1D Agjwj| =D | Agl
) =1

Elijamos k / 37, |[Agj| = max; 37, |Ay]

Método de Gauss-Seidel

Es una optimizacion del método de Jacobi. Se trabaja con cada compo-
nente de x que se van usando segun se van determinando. En el ejemplo de
sistema de tres ecuaciones y tres incognitas, x en la iteracion k-esima seria:

Anxgk) = (bl - Aml’gk_l) - Alsl’:(:,k_l))
Aggl'ék) = (b2 — Aglxgk) — Aggl‘ék_l))
A335€§k) = (53 - Asﬁgk) - Aazl“gk))



Para que se vea mejor el algoritmo, vamos a considerar un ejemplo genérico
de 5 ecuaciones con 5 incognitas. Lo escribimos comenzando los indices en
cero para mayor similitud con el posterior codigo C++.

Aool‘(()k) =bo — Aoﬂgk_l) - Aoﬂgk_l) - Aosxz(»,k_l) - Aowgfg_l)
Anl’gk) = b — Alow(()k) - Alﬂgkil) - Alsil?:(z,kil) - A14$4(1k71)
A22$gk) = by — Azox(()k) - Azll’gk) - A23$:(),k71) - A24$§1k71)
Agg.il?ék) = b3 — Agox(()k) — A31x§’“) — Agzxgk) — A34x51k71)

A44$§1k) = b4 — A40{L'((Jk) — A41$gk) — A42ng) — A43£L‘§,k)

El algoritmo generico de GS seria:

if (convergencia asegurada)

I(a) = Tinicial
Obtener x
for(i =0;i <mn;i++)
i—1 n—1
Tr; = 141(191 — ZAij.Tj — Z Aijxg-a))
(& 7=0 Jj=i+1
while(||z — z@|| > €)
@ =g
Obtener x
for(i=0;i <n;i++)
i—1 n—1
€T; = /L(bz — ;}Aijxj — Z Aijxg-a))

j=it+1



