BUSQUEDA DE CEROS. Método de la biseccién.

Queremos encontrar el valor de x que verifica f(z) = 0.

Supongamos que sabemos que x € (a,b). Entonces, f(a) * f(b) < 0. Se trata de
realizar divisiones sucesivas del intervalo hasta acotar la soluciéon en un subintervalo
de tamano menor que la precisiéon deseada en el calculo.

Dividimos el intervalo (a,b) en dos trozos iguales (a,xzq) y (zo,b) donde zq =
(a + b)/2. Supongamos que se cumple f(zg) * f(b) < 0, entonces llamamos a =
y dividimos el nuevo intervalo (a,b) en dos trozos iguales (a,xo) y (zo,b) donde
o = (a + b)/2. Supongamos que se cumple f(a) * f(xg) < 0, entonces llamamos
b = zo y dividimos el nuevo intervalo (a,b) en dos trozos iguales (a,xo) y (zo,b)
donde xy = (a+b)/2.

Este proceso iterativo se continuard mientras |b — a| > € donde € es la precisién
que necesitamos para la solucién. Al final del proceso iterativo, la solucién numérica
serd rg = (a+b)/2 + €.

Error del método.

Sea z. la solucién exacta de f(z) =0y x(()n) la solucion que se obtiene usando el
método de la biseccién con n iteraciones. El error en la aproximacién numérica sera
|z — xgn)| <e.

Convergencia.
Después de n iteraciones, el intervalo n-esimo tiene la mitad de longitud que el
intervalo n — 1, es decir:

1 1
(b(”) — a(n)) - —(b(”_l) (n—l)) —(b— a)
2 2
Entonces:
n n n 1
e =] < o — ™| = (b~ a)

Luego, el método converge a la solucién exacta cuando n — oo a la velocidad
indicada.

Relacién entre el niimero de iteraciones y e.
Después de n iteraciones,

b — o] < ¢

Entonces:

2111(6—@)§6:>n2ln((bln_2a>/6>

BUSQUEDA DE CEROS. Método de Newton - Raphson

Queremos encontrar el valor de = que verifica f(x) = 0.

El método consiste en seguir la pendiente de la funcién f hasta llegar al cero.

Sea (® un valor inicial. La derivada de f en 2(?) es la tangente a f en el punto
2. Sea (z™,0) un punto por donde pasa esta tangente. Entonces,
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: f(@®
f@®) = g;m)(x_ ;2(1)

Despejando z(!) tenemos:
0) f(x(o))
f'(z0)

Podemos comenzar de nuevo el proceso considerando z; como valor inicial. En-
tonces:

20—

1)
JC ) f@)

)
Asi sucesivamente, tenemos un proceso iterativo donde:
L)) () f(z™)
fr(am)

El proceso iterativo se sigue mientras |z("*1) — z("| > ¢ donde ¢ es la precisién
requerida; es nuestro error en la determinacion del cero.

Convergencia
Usando el teorema de Taylor

Fze) = F@™) + (we — ) f/(2™) + ;

donde ¢ € (., x™).
Como f(x.) = 0y dividiendo por f'(2™) nos queda:

_ f@™) () 2 (™)
0= () + (2o — 2') + (2. — ') 2F ()
Como
D) (n+1) _ f(x( ))
fr(@tm)
tenemos:
_ entl) f”(é ) _ (n))2
Te— 2f/(:c(”)( ')
Si
f(€™)
27 (a)
acotado, llamemos M a la cota, es decir:
o = el @)
2min | f'(z)]

donde z esta en la region de trabajo, entonces
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2n+1

2z, — 2| < M|ze — 2™ ? = MY M|z, — 2™])? < MY M|z, — 2©))
Si M|z, — 2] <1, entonces |z, — 2™+D| — 0
BUSQUEDA DE CEROS. Método de la Secante.

La estrategia es parecida a la del método de Newton-Raphson, pero en lugar de
utilizar un punto inicial se utilizan dos puntos para caer por la recta que los une
hasta el eje de abcisas.

[gualando las pendientes:

fV) W) - fE@?)

M — (2 (1) — (0

Despejando z® obtenemos:

AWM
donde
A — f(fﬂ(l)) —/f 30(0))
x(1) — 2(0)
En general,
(n)
1) _ S (@)
x =z A
donde

x(”) — x("*l)

El proceso iterativo se sigue mientras |z("*1) — z(™| > ¢ donde ¢ es la precisién
requerida; es nuestro error en la determinacion del cero.

Convergencia
Sea e, = 2 — z,. Llamemos f, = f(z™). Entonces,

(n) _p(n—1)
el = 1) Te = M) _ gl g, =

fn*fnfl
:C(n)fn_x(TL)fn—l_x(n)fn+x<n71>fn_fnzc+fn—1xc _
fnffn— -
en—lfn*enfnfl _ en—lf(lxc"l‘en)_e’nf(xc"l‘en—l)
fn—Ffn—1 - f(xcten)—f(xcten—1)

Aproximando la funcién por su desarrollo de Taylor hasta orden 2, es decir:

f// (l,c)

5 e T O0(er)

f(xc + en) ~ f,($6)€n +
tenemos:

en—lenw + O(ei—l)
F1(xe) + (en + en 1) 0 1 O(2_)

Entl =
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Como:

tenemos:

e . enflenf”('rc>
n+1 — 2fl($c)

ueremos encontrar « tal que |e,+1| = Cle,|* es decir:
Q q +

i 14
En-1enf )| e ot By a1 el 2 pe |
2f’($c)

| 27 (0)

donde

en—lf//(zc)

b=15a F(ze)

|
La relacion de recurrencia anterior la podemos escribir como:

|€n-~-1|a_1 = Dlen|
Elevando los dos lados a a queda:

‘enJrl ‘a(afl) _ Da‘€n|a
Por otro lado sabemos que
lent1| = Clen|”
Por lo tanto, C = D* y a(av — 1) = 1.
ala—1)=1=a=(14+V5)/2~16

La convergencia es algo méas lenta que en el método de Newton donde o = 2.



